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Na pierwszym wyktadzie podane zostaty wielkosci
stuzgce do opisu ruchu oraz przyktady ruchow.

Teraz zastanowimy sie nad prawami rzgdzgcymi
ruchem (na razie dla przypadku pojedynczego punktu
materialnego).

Trzeba miec Swiadomos¢, ze odkrywanie tych praw
nie byto sprawg prostg i ciggnie sie przez tysigclecia.



To oczywiscie tylko
najwazniejsze postaci.

Albert Einstein
(1879-1955)

Sir Isaac Newton
(1643-1727)

Wielu innych matematykow

Galileusz i fizykdw wniosto istotny
1564-1642 or .
( ) wktad do mechaniki |

Arystoteles
(384 BC — 322 BC)



Z historii fizyki

Arystoteles
Twierdzit, ze kazde ciato ma swoje wiasciwe miejsce we Wszechswiecie i
chce w nim pozostac, badz dgzy do swego naturalnego stanu. Aby utrzymac

ciato w ruchu jednostajnym po linii prostej potrzebna jest stale dziatajgca
sifa.

Galileusz

Wprowadzit pojecie bezwtadnosci: twierdzit, ze ciato wprawione w ruch ma
tendencje do pozostania w ruchu. Wykonywat eksperymenty z rownia
pochytg i stwierdzit na ich podstawie, ze sita jest potrzebna, by zmienic
predkos¢ ciata, a nie po to, by utrzymywac je w ruchu. Stworzyt podwaliny
metody naukowej, przyjetej przez wszystkie nauki przyrodnicze.

Newton
Trzy zasady dynamiki. Absolutna przestrzen i absolutny czas.

Einstein
STWiOTW



Pytanie:

Czy mozliwa jest sytuacja, gdy dane ciato nie oddziatuje z innymi obiektami
we Wszechswiecie ? Czy wowczas istniataby moznos¢ obserwaciji takiego
obiektu ?

Doswiadczenie pokazuje, ze w miare oddalania sie ciata od innych obiektéw,
ich oddziatywanie na to ciato staje sie coraz stabsze. Na ekstrapolacji tego
faktu doswiadczalnego bazuje fizyka !



| prawo ruchu

(I zasada dynamiki Newtona)

Jesli na ciato nie dziata zadna sita lub sity
dziatajgce rownowazg sie, to istnieje uktad
odniesienia (zwany uktadem inercjalnym), w
ktorym ciato pozostaje w spoczynku lub
porusza sie ruchem jednostajnym

prostoliniowym.

Jesli w tym ukfadzie bedziemy rozpatrywali
uktady odniesienia, ktore poruszaja sie po
linii prostej ze statg predkoscig lub
spoczywaja, to te ukfady tez bedg inercjalne.
Jesli istnieje jeden uktad inercjalny, to jest ich

nieskonczenie wiele !

[ ]

TAXIOMATA
SIVE
LEGES MOTUS

Lex. L

fiatn fmo qcfecndi el movends snifor
r, wifi quatenns g viribus tnprellis coglur flatue

i v pa

Ropedilu perfeverant m motibus fuss nifi quacens & refiften-
P tia acris retardaniur & vi gravitans impeliantor deoriium.
Il':u..Z..j;. cujw partes coberendo perperno retrahune fefe

reftdineds ,  non ceflat rotart mli quatens ab acre e
n Mo e Plancearum & Cometarum corpora mo-
1 1o N r i » r - 1
_ s uos & progeellives & circalares in (pacits minus refiftentibos
A f1im oalervins n >
Lex 1L .
Mutativa f I

w effe v wotrics tmpreffie, G fieri fe-
il T I"v'.l :.wi.uun.'m“

dup'a duphum, toph tri-
five gradatim & fucceflive -

" quonsm ia eandem femper pligam

€ OcieTmna tur, 11 Corpas antea umu{uml, 0o
iadatur, '-'»Z_\--l trano fubducitur, vel obl
iy & Cum co ku‘.n.i::muumﬁ[.dctcnnimm-

Lex. I

Isaac Newton,
Philosophiae Naturalis
Principia
Mathematica, 1687
(Wkipedia)



Jak w praktyce znalez¢ uktad inercjalny ?

Czesto w prostych problemach mechanicznych (ruch mas zawieszonych
na bloczku, ruch pod wptywem sit sprezystych, ruch w obecnosci
oporow osrodka, sif tarcia, ...) albo przy badaniu zjawisk z dziedziny
fizyki atomowej, jgdrowej i czgstek elementarnych Ziemia jest dobrym
przyblizeniem ukfadu inercjalnego.

Niekiedy jednak trzeba uwzgledni¢ ruch obrotowy Ziemi wokét wiasnej
osi oraz ruch Ziemi po orbicie wokdft Stonca.

Stonce z kolei porusza sie po orbicie wokoét sSrodka Galaktyki itd.

Probowano powigzac idealny ukfad inercjalny z tzw. gwiazdami statymi.
Dla tych obiektow przez dtugie stulecia nie wykryto zadnego ruchu.
Obecnie wiadomo, ze cate galaktyki i ich gromady poruszajg sie
wzgledem siebie z olbrzymimi predkosciami.



Il prawo ruchu
(Il zasada dynamiki Newtona)

Jesli czastka porusza sie z przyspieszeniem a w uktadzie inercjalnym, to
dziata na nig sita F rowna iloczynowi masy bezwtadnej tej czastki i jej
przyspieszenia:

F=mi

Czym jest sita ? Jest to wyraz oddziatywania czastki z resztg
Wszechswiata. Zaleze¢ moze od wtasciwosci fizycznych czastki, jej masy,
tadunku elektrycznego, momentu magnetycznego, ...

W makroswiecie oddziatywanie to moze by¢ wyrazem oddziatywania
fundamentalnego (na przyktad sita grawitacyjna lub kulombowska) lub
tez wynikiem usrednienia bardzo wielu oddziatywan molekularnych,
ktorych zrodtem jest oddziatywanie elektromagnetyczne (sita sprezysta,
sita tarcia, opo6r osrodka, ...)



Oddziatywania fundamentalne

Wszystkie sity wystepujgce w przyrodzie sg przejawem czterech
podstawowych rodzajéw oddziatywan, a mianowicie oddziatywania
grawitacyjnego, elektromagnetycznego, silnego oraz stabego.

Oddziatywanie grawitacyjne

odgrywa decydujacg role w ruchach planet, gwiazd i galaktyk, a takze w
powszechnie znanych ruchach zachodzgcych w poblizu powierzchni
Ziemi ze statym przyspieszeniem. Oddziatywanie to mozna opisa¢ dos¢
dobrze za pomocg prawa powszechnego cigzenia sformutowanego przez
Newtona. Wspotczesng teorig grawitacji jest ogdlna teoria wzglednosci
Einsteina. Grawitacja nie odgrywa w zasadzie zadnej roli w Swiecie
czastek elementarnych.



Oddziatywanie elektromagnetyczne

odpowiedzialne jest za wigzanie jgder atomowych i elektronow w trwate
uktady (atomy, czgsteczki, krysztaty itp.). Decyduje o przebiegu procesow
chemicznych i biologicznych oraz procesow emisji i absorpcji promieniowania
elektromagnetycznego. Do XIX wieku elektrycznos¢ i magnetyzm uwazano
za catkowicie niezalezne od siebie. Klasyczna teoria elektromagnetyzmu
sformutowana zostata przez Maxwella, ktory potgczyt w czterech eleganckich
rownaniach znane wczesniej i odkryte przez siebie zwigzki miedzy
natezeniem pola elektrycznego i natezeniem pola magnetycznego.
Wspoiczesng teorig elektromagnetyzmu jest kwantowa elektrodynamika
(QED).



Oddziatywanie silne

powoduje wigzanie sie kwarkéw w hadrony (bariony i mezony) oraz
nukleonow w trwate jadra atomowe. Jest odpowiedzialne za niektore
reakcje jgdrowe oraz reakcje pomiedzy czgstkami elementarnymiiich
rozpady. Wspotczesng podstawowaq teorig oddziatywan silnych jest
kwantowa chromodynamika (QCD), opisujgca oddziatywania kwarkdow
i gluonow.



Oddziatywanie stabe

nie tworzy zadnych stanéw zwigzanych. Przeciwnie, odpowiada za
wiele rozpadow i famie symetrie zachowywane przez oddziatywania
elektromagnetyczne i silne. Neutrina oddziatujg staboi ...
grawitacyjnie, skoro odkryto u nich mase (patrz Nobel z fizyki w 2015
roku). Wtasnie oddziatywanie stabe odpowiada za rozpady B neutronu
i wielu jgder atomowych.

Obecnie wiemy, ze oddziatywanie elektromagnetyczne i
oddziatywanie stabe sg przejawem jednego oddziatywania zwanego
elektrostabym.

Prowadzone sg prace teoretyczne majgce na celu unifikacje
wszystkich czterech oddziatywan.



Co oznacza, ze oddziatywanie jest stabe lub silne ?

Mozna na przyktad fatwo poréwnac site kulombowska i site
oddziatywania grawitacyjnego miedzy protonem i elektronem w
atomie wodoru (éwiczenia).

Mozna poréwnac energie wigzania atomu wodoru sktadajgcego
sie z protonu i elektronu (13.6 eV) oraz energie wigzania ukfadu
proton-neutron (2.2 MeV = 2200000 eV).

Wreszcie mozna porownac prawdopodobienstwa zajscia reakcji
w Swiecie czgstek elementarnych. Im wieksze jest
prawdopodobienstwo procesu, tym silniejsze jest oddziatywanie
odpowiedzialne za ten proces.



Dwa przyktady (z mojego podwodrka reakcji z kilkoma nukleonami)

Przykfad |

elastyczne rozpraszanie

(1) n+ d —> N+ d neutron-deuteron - proces silny

radiacyjny wychwyt neutronu

2)n+d —> 7/+3H na deuteronie -> proces
elektromagnetyczny

Reakcja nr 2 jest znacznie mniej prawdopodobna, cho¢
sytuacja poczatkowa jest identyczna !



Przyktad Il

1 _ _ elastyczne rozpraszanie
( ) H +p—-u +p mion-proton - proces elektromagnetyczny

~ wychwyt mionu na protonie -
Q) u +p— v,+t0h proces staby

Reakcja nr 2 jest znacznie mniej prawdopodobna, cho¢
sytuacja poczatkowa jest identyczna !



lll zasada dynamiki Newtona
(zasada akgcji i reakciji)

Jesli ciato nr 1 dziata sifg F,; na ciato nr 2, to rowniez ciato nr 2 dziata

na ciato nr 1 sitg F,,, ktora ma te samg wartosc i kierunek, ale jest
przeciwnie skierowana.

— —

F, =—F,;

Uwaga: kazda z tych dwoch sit dziata na inne ciato | Dlatego te sity
nie rownowazg sie |

Dobry przyktad: oddziatywanie grawitacyjne dwdch mas




Ciekawostka: trzy zasady dynamiki w sformutowaniu samego
Newtona (ttumaczenie z taciny W. Natanson)

| zasada dynamiki

Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu prostoliniowego i
jednostajnego, jesli sity przytozone nie zmuszajg tego ciata do zmiany tego
stanu.

Il zasada dynamiki
Zmiana ruchu jest proporcjonalna do przytozonej sity poruszajgcej i
odbywa sie w kierunku prostej, wzdtuz ktorej sita jest przytozona.

lll zasada dynamiki
Wzgledem kazdego dziatania istnieje przeciwdziatanie skierowane
przeciwnie i rowne, tj. wzajemne dziatania dwoch ciat sg zawsze rowne
sobie i skierowane przeciwnie:  _, _

F+F =0



,Newton przyjmowaf, zZe istnieje czas absolutny, ktory
ptynie sam przez sie i dzieki swej naturze, jednostajnie, a
niezaleznie od jakiegokolwiek przedmiotu zewnetrznego.
Newton przyjmowat tez, ze istnieje przestrzen absolutna, a
wiec i ruch absolutny. Czas absolutny i przestrzen
absolutna byty niezalezne od siebie.”

A.K. Wréblewski, J. A. Zakrzewski, Wstep do fizyki, tom 1

Ten poglad przetrwat do poczatku XX wieku !

A. Einstein wykazat (STW, OTW), ze czas absolutny i
przestrzen absolutna nie istniejg, chociaz w warunkach
,Zycia codziennego” sg dobrym przyblizeniem.



Whioski z zasad dynamiki

* Definicja jednostki sity przez jednostki masy

i przyspieszenia. W ukfadzie Sl jest to niuton (N) N =kg mz
S
e Zasadnicze prawo rzadzace ruchem czgastki

(rdwnanie ruchu Newtona) ma posta¢ wektorowego

rownania rozniczkowego

2 —
SECREPEN!
dt dt

gdyz w ogdlnym przypadku sita moze zaleze¢ w sposdb
jawny od czasu, a takze od predkosci i potozenia.
(Zaktadamy, ze nie zalezy juz od przyspieszenia, ani
dalszych pochodnych wektora potozenia.)

Niewiadoma jest T (1)



Rownanie wektorowe jest we wspoétrzednych kartezjanskich rownowazne
trzem rownaniom dla poszczegdlnych sktadowych:

d?x(t) dx dy dz

m =FXVv,z,—,—,—,t
dt? (%Y dt dt dt )
d?y(t) dx dy dz

m =F,(xX,v,z,—,—,—,1
dt? A dt dt dt )
d?z(t) dx dy dz

m =FVvz,—,—,—,t
dt® (%Y dt dt dt )

Na ogot rOwnania sg sprzezone, co oznacza, ze nie mozna niezaleznie
rozwigza¢ rownania na wspotrzedng x, y i z.

Problem jest bardzo trudny z matematycznego punktu widzenia.

W bardzo niewielu przypadkach mamy analityczne rozwigzania.
Najczesciej niebanalne rozwigzania sg uzyskiwane za pomocg komputera.



Konkretne rozwigzanie rownania wektorowego (lub uktadu réwnan skalarnych)
wymaga podania warunkow poczatkowych:

L=r(t), v, =V(t,)

Znajac warunki poczatkowe, w przypadkach okreslonych przez teorie rownan
rozniczkowych, mozemy podac jednoznaczng postac rozwigzania dla dowolnej
chwilit>t,.



Dalsze wnioski z zasad dynamiki

zasadnicza roznica miedzy masg i ciezarem.

Masa jest wewnetrzng wtasnoscig kazdego ciata.
Jest ona taka sama na powierzchni Ziemi, na
Ksiezycu, satelicie, czy tez w przestrzeni
miedzygwiezdnej. Masa ciata moze zostac
wyznaczona przez porownanie ze standardem masy.
Masa jest skalarem, a jej jednostkg w uktadzie SI
jest kilogram (kg). Ciezar jest sitg z jakg Ziemia
przycigga mase m. Do wyznaczenia ciezaru mozna
postuzyc sie sprezyna.

F=mg




Dalsze wnioski z zasad dynamiki

* Inny sposdb zapisu rownania ruchu w przypadku statej

masy m
2% o _
Ifzmd rgt):Im d (d r(t)j:i(mdr(t)j:
dt dt\ dt dt dt
d, . dp
=—\mMV)=—-
dt( ) t

R —m ped czastki m
p=mv=m dt Jednostka pedu jest kg —
S



Sita jest rowna pochodnej pedu po czasie, czyli
decyduje o szybkosci zmian pedu !

F-ma » E=4P
dt

To nowe rownanie jest bardziej ogdlne; pozwala opisac ruch
uktadu o zmiennej masie oraz zachowuje waznos¢ w STW,
gdzie zmienia sie definicja pedu.

Policzmy catke po czasie obu stron tego réwnania w granicach
odt, dot,

t
. 2 d . -
[(t,t,) = [ Fdt = j dpdt ~ B(L) - B(t) = AP

Vb ey /

zmiana

poped sity catka z pochodnej vedu ciata



Wiezy

Dotychczas rozwazalismy czastke, ktéra w inercjalnym uktadzie
wspotrzednych mogta poruszac sie w catej przestrzeni pod wptywem
przytozonej sity. Taka czastka posiada trzy stopnie swobody — do
jednoznacznego okreslenia jej potozenia wymagane sg trzy parametry (na
przyktad trzy wspotrzedne kartezjanskie)

Jezeli czastka podczas ruchu pozostaje stale na powierzchni danej
rownaniem:
f(x,y,z,t)=0,

to liczba stopni swobody takiej czgstki wynosi 2.

Przyktad: czgstka poruszajgca sie po powierzchni kuli:

powierzchnia
kuli o statym i
Zmieniajgcym
sie w czasie
promieniu

x> +y°+2°—RZ =0, R, =const

X +y°+2°—(R,+at)’ =0, R,,a = const



Jezeli czastka porusza sie po krzywej danej przez przeciecie sie dwoch
powierzchni jej liczba stopni swobody wynosi 1. Wspomniana krzywa

moze by¢ dana rownaniami f,(x,y,2,t) =0

f,(x,y,z,t)=0

0 .
Przyktad: LA 2
0" A
L /]
2 2 10 [ ! . .
X“+y —z=0 | | przeciecie paraboloidy
t—0 | / | obrotowej i ptaszczyzny
X—atl= | | o réwnaniu x= a t




Krzywa moze tez by¢ zadana w postaci parametrycznej.

Przyktad: ot D
— |

X = Rcos(wSs) |
| | spirala o statym

S—

y = Rsin(ws) [ | promieniu i
z =kst, | powiekszajgcym
sie skoku

R,w =const, s €[s,,S,]




Przyczyny ograniczajgce ruch czastki nazywamy wiezami.
Czastke poruszajgcy sie zgodnie z tymi wiezami nazywamy czgstka
nieswobodna.

Odpowiednie rownania powierzchni lub krzywych nazywamy rownaniami
wiezow.

Jezeli powierzchnia lub krzywa wiezéw zmienia sie w czasie, wiezy nazywamy
reonomicznymi, czyli niestacjonarnymi.

Jezeli wiezy nie zmieniajg sie w czasie, wiezy nazywamy skleronomicznymi,
czyli stacjonarnymi.

Przyktady ruchéw w obecnosci wiezow:

ruch koralika nanizanego na drut w ksztatcie spirali,
ruch po rowni pochytej,

wahadto matematyczne lub sferyczne, ...



Doswiadczenie uczy nas, ze istnienie wiezdw oznacza koniecznosc
wprowadzenia w rownaniach ruchu, oprocz sity zewnetrznej bedgcej
przyczyng ruchu, takze dodatkowe;j sity, ktorg wiezy dziatajg na
poruszajacy sie czgstke nieswobodna.

Site tg nazywamy rowniez reakcjg wiezéw.
Rownanie ruchu czastki poddanej wiezom zapiszemy nastepujaco:

d’r ()

= F(F,V,t)+ F,
e (F,v.1t)

Z doswiadczenia wiemy, ze sity reakcji wiezow majg kierunek prostopadty do
krzywej lub powierzchni definiujacej wiezy.

W przypadku rownowagi ciata w ukfadzie inercjalnym suma wszystkich sit
dziatajacych na ciato jest rowna zeru.

F+F, =0



A\

rownia pochyta
(tu wystepujg wiezy !)

Site ciezkosci
rozktadamy na dwie
sktadowe, styczng i
normalng
(prostopadtsy) do
powierzchni rowni:

mg=F+F
Sktadowa normalna
jest odpowiedzialna za
nacisk klocka na
rownie. Ten nacisk jest

rdwnowazony przez
site reakcji rowni.

Nalezy zwroci¢ uwage,
na ktore ciato dziata
dana sita !



Sity tarcia T;i T,
sg przyktadem
akcji i reakgji

A\

Gdyby nie byto tarcia, to
jedyng niezrdwnowazonga
sitg dziatajaca na klocek
bytaby sita Sciggajaca F,.

Zwykle jednak wystepuje
tarcie poslizgowe, gdy
przesuwamy jakies ciafo
po powierzchni innego
ciata.

W przypadku zsuwania
sie klocka, sity tarcia
dziatajg tak, jak
Zaznaczono na rysunku.
Sita T, spowalnia ruch
klocka.



Tarcie poslizgowe

Prawa opisujgce to zjawisko majg charakter czysto empiryczny —
otrzymano je na drodze dosSwiadczalne,;.

| prawo
Wartosc¢ sity tarcia miedzy dwoma ciatami jest proporcjonalna do
wartosci sity normalnej utrzymujgcej te ciata w zetknieciu.

warto$¢sity T = U N— wartos$é sity -I_-> -+ lLl N |

tarcia :
normalne;

wspotczynnik
tarcia

Zwrot sity tarcia jest przeciwny do zwrotu wektora predkosci !

Sita normalng, dociskajgca ciato do powierzchni, moze byc ciezar
ciata (na powierzchni poziomej) lub jego sktadowa (na réwni).



Tarcie poslizgowe c.d.

Il prawo
Przy danej sile normalnej utrzymujgcej ciata w zetknieciu, sita tarcia

poslizgowego nie zalezy od powierzchni zetkniecia miedzy dwoma
ciatami.

Z doswiadczenia wiadomo, ze nalezy wprowadzi¢ dwa rodzaje
wspotczynnika tarcia. Wspotczynnik tarcia statycznego daje wartosc sity,
ktorg nalezy przezwyciezyc, by wprowadzic ciato w ruch. Wspodtczynnik
tarcia kinetycznego pomnozony przez wartosc sity normalnej daje
wartosc sity niezbednej do utrzymania ciata w ruchu jednostajnym.

Uwaga: u. > U,

Il prawo
Dla niezbyt duzych predkosci wspotczynnik tarcia kinetycznego
pozostaje staty.



Przyktady rozwigzywania rownan ruchu



Oscylator harmoniczny prosty
(masa na sprezynie bez tarcia)

: W kierunku pionowym tez
b X —-‘ wystepuja sily, ale sita

1 cigzkosci mg jest
rOwnowazona przez site
reakcji podtoza. Dlatego
rozpatrujemy tylko ruch w
kierunku poziomym !

stan rownowagi

Przyczepiona do sprezyny masa m zostaje odsunieta z potozenia rownowagi
na odlegtos¢ x. Rozciggniecie sprezyny powoduje pojawienie sie sity
powrotnej, ktora kieruje mase do potozenia rownowagi.

=—kXX > FX = -k X Ruch w jednym wymiarze:
y przyktad sity, ktora zalezy
= -k X tylko od potozenia

3 TN

>



Rownanie rézniczkowe jest bardzo proste — szukamy funkgji, ktorej druga
pochodna jest proporcjonalna do samej funkcji, a wspotczynnik
proporcjonalnosci jest ujemny.

Rozwigzanie ogdlne mozna zapisa€ na przynajmniej trzy rézne sposoby:

x(t) = A cos(wt + ¢)
x(t) = A sin(ot +¢,) o=\
x(t) = Acos(wt)+ Bsin(wt)

State ((A, ¢@,) lub (A, @,) lub (A,B)) wyznaczamy z warunkow
poczatkowych x(t=0)=x,, x’(t=0)=v,.

WW




Oscylator harmoniczny prosty z realistycznym tarciem

Rozwazamy klocek, ktéry porusza sie w jednym wymiarze pod wptywem
dwach sit:

(1) sity pochodzacej od sprezyny o statej sprezystosci k,

(2) sity tarcia o wtasnosciach znanych z codziennego doswiadczenia. Ta sita
tarcia "dopasowuje sie" do sity sprezyny i nie pozwala ruszyc klocka z
miejsca, jesli |k x| £ Ts. Gdy klocek sie porusza, sita tarcia jest oczywiscie
skierowana przeciwnie do kierunku predkosci i ma wartos¢ Tk < Ts.

Rozwigzanie (numeryczne !) podatem w notatniku

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-
25/oscylator_harmoniczny prosty z_realistycznym_tarciem.nb




Oscylator przestrzenny
(masa na sprezynie o zaniedbywalnej dtugosci i masie, ktorej drugi koniec
jest przymocowany w poczatku uktadu wspotrzednych)

|f I—: W kazdym punkcie przestrzeni
na punkt materialny dziata sita

m x"' _k X skierowana do poczatku uktadu
wspotrzednych. Jest to przyktad

m y'= —k y sity centralnej, a poczatek
uktadu stanowi w danym

Mz = —k 7 przypadku centrum sity.

K czestosc oscylatora,
0= |— taka sama w kazdym
m kierunku—> oscylator
izotropowy



Rozwigzanie w kazdym wymiarze ma te sama postac
x(t) = A cos(wt)+ B, sin(wt),

y(t) = A, cos(wt)+ B, sin(wt),
2(t) = A cos(wt)+ B, sin(wt)

Aby wprowadzi¢ warunki poczagtkowe, wygodniej jest ten wynik zapisa¢ w
postaci wektorowej:

F(t) =cos(wt) A+sin(wt)B > F(t=0)=A=T,

V(t) = —wsin(wt) A+ wcos(wt)B — V(t=0) = B =V,

— T (t) = cos(wt) T, + sin(a)t)E

Ruch jest ptaski i odbywa sie w ptaszczyznie wyznaczonej przez wektory
potozenia poczgtkowego i predkosci poczgtkowej. Mozna pokazag, ze jest
to ruch po elipsie, ktéra ma srodek w poczatku uktadu wspotrzednych !



Ruch jest ptaski, wiec w tym przyktadzie
wybieram oba wektory w pfaszczyznie xy

—

r(t) =cos(wt)F, +sin (a)t)v—0
)

Il =(2,3)
\70 = (11 _2)
0

T




Rzut ukosny z wysokosci H z predkoscig poczatkowa v, pod katem ©
do poziomu bez oporu powietrza

Ten przypadek jest szczegdlnie prosty, bo trywialne
rownania rozniczkowe na kazdg ze wspotrzednych
rozwigzujemy niezaleznie od siebie.

ma = mg
da=g
g =(0,0,—g) =const,g >0

(X”’ y”1zn) — (0101_9)
X"'=0—>Xx=ct+c,

y'=0—>y=cit+c,
7''=—g —>z:c5t+c6—%gt2

Rozwigzanie ogolne zalezy od statych ¢, ¢,, ..., ¢,
Nie zalezy w ogodle od masy m ! Gdyby nie byto oporu powietrza ruch ciata
nie zalezatby od jego masy.



Warunki poczatkowe dla rzutu ukosnego w ptaszczyznie xz:

X(t=0)=c,=0
X'(t=0)=c, =v,cos(0)
y(t=0)=c, =0
y'(t=0)=c¢;=0
Z(t=0)=c, =H
2'(t=0)=c, =Vv,sIn(b)

Rozwigzanie szczegolne, uwzgledniajgce warunki poczatkowe:

X =Ct+cC, =V,cos(O)
y=cit+c, =0

z=05t+c6—%gt2 = v, sin(O)t +H —%gt2



Rzut ukosny z wysokosci H z predkoscig poczatkowa v, pod katem O
do poziomu z oporem powietrza proporcjonalnym do predkosci

Teraz mamy do czynienia z rownaniami rozniczkowymi liniowymi o statych
wspotczynnikach, ktore wcigz mozna rozwigzac stosunkowo tatwo, niezaleznie dla kazdej

wspotrzednej z osobna. 5 1
I 0,0,-
ma = mg — kv 19= (0,0-9)
v
a=g- v f(e
m S 74N
1 1 1 k 1 k 1 k 1 H /y
(X Y L )Z(——X,——y,—g——Z) R
m m >
kt O X
K m
X'==——X'>X=-—¢C& " +¢,
m K
_kt
y'=——Yy-o>y=—-—Ce "+, Rozwigzanie ogdlne zalezy
" K d statych
‘t od statych Cy, C,, ..., Cg.
K m m - . : |
:—g——z'—>z:—g t-Neemac Zalezy takze od masy m !

m



Nie zmieniajg sie warunki poczgtkowe dla rzutu ukosnego w ptaszczyznie xz,
ale state c,, c,, ..., ¢¢ trzeba wyznaczy¢ z innych rownan:

x(t:O):cz—%clzo

X'(t=0)=c, =v,cos(b)

y(t:O):c4—%c3:O
y'(t=0)=c,=0

z(t:O):c6—%05:H

Z'(t=0)=c; —% =V, sin(6)



Rozwigzanie szczegblne, uwzgledniajgce warunki poczatkowe:

kt kt
x:—%cle " +C, =[1—e mjr;vocos(e)

kt
m N
YZ—I%G m+c,=0

—%e_m(m g +kv,sin(o))

Te wyniki majg zupetnie inny charakter niz
poprzednie, uzyskane bez oporu powietrza.
W szczegdlnosci zasieg w kierunku x jest
ograniczony, a predkos¢ spadku w dot zmierza 7'= vV, > _ﬂ
do pewnej wartosci granicznej ! K

O<x< %VO cos(d) = X,

X

Ve



Rzut ukosny z wysokosci H z predkoscig poczatkowa v, pod katem O
do poziomu z oporem powietrza proporcjonalnym do |v|¥*1), czyli
do dowolnej potegi wartosci wektora predkosci

Teraz mamy do
czynienia z
nieliniowym
uktadem
sprzezonych
4 rownan

2 2 2 ha
(Vx TV, TV, )2 v rézniczkowych,
‘ , ktory w ogolnym
—((X')2 + (y')2 + (Z')2)2 X' przypadku mozna
m rozwigza¢ tylko
kK
m

(dla y=0 mamy poprzedni przypadek oporu
proporcjonalnego do predkosci)

ma=mg -k V[ v

—>

ks Lk
=g- i v=g-—
m m

N2 N2 o2\ numerycznie.
((X )+ () +(2) )2 y Rozwigzanie

y analityczne (w
2= g =X (0 + (v + (@) )z postaci jawnego
m wzoru) nie jest
znane !



Polecam notebook z rozwigzaniami analitycznymi i numerycznymi
dla réznych przypadkow rzutu ukosnego:

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rzut_ukosny.nb

Polecam takze notebook z rozwigzaniami analitycznymi dla ruchu czastki w statym
polu magnetycznym::

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/ruch_w_stalym_polu_magnetycznym.nb
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