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Na poprzednim wyktadzie poznaliSmy prawa ruchu i wiemy, jak opisac
ruch punktu materialnego w inercjalnym uktadzie odniesienia.

Zasady dynamiki Newtona obowiqzujq w kazdym inercjalnym
uktfadzie odniesienia — zaden taki ukfad nie jest wyrdzniony. Wybor
inercjalnego uktadu odniesienia jest zwykle kwestig wygody — chcemy,
by rachunki byty mozliwie najprostsze.

Teraz zajmiemy sie opisem ruchu w uktadzie nieinercjalnym. Ukfad
nieinercjalny porusza sie wzgledem dowolnego uktadu inercjalnego z
przyspieszeniem réoznym od zera.

Problem ma duze znaczenie praktyczne. Wiemy bowiem, ze Ziemia nie
jest uktadem inercjalnym i doktadniejszy opis pewnych zjawisk
wymaga uwzglednienia tego faktu.

Naszym gtownym celem jest sformutowanie zasad dynamiki w
dowolnym nieinercjalnym ukfadzie odniesienia.
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Uwaga na ,,primy” !

Rozwazamy dwa uktady odniesienia:
inercjalny ukfad odniesienia U z
uktadem wspodtrzednych
kartezjanskich xyz o poczgtku w
punkcie O oraz nieinercjalny uktad
odniesienia U’ z uktadem
wspotrzednych x’y’z’ o poczatku w
punkcie O’. Ruch punktu P chcemy
opisa¢ w tych dwodch uktadach.

Infinitezymalne (nieskonczenie
mate) przesuniecie punktu
materialnego P wzgledem ukfadu U
jest sumg dwéch przesunied:

(1) przesuniecia d’r’ punktu
materialnego P wzgledem U’
oraz

(2) zmiany potozenia P wzgledem U
na skutek ruchu ukfadu U’
wzgledem uktadu U.



Kazde przesuniecie U’ wzgledem U jest sumg
(a) translacyjnego przesuniecia U’ wzgledem U
(b) przesuniecia U’ wzgledem U na skutek
obrotu U’

(1) (J{)
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zmiana potozenia P

' tozenia P
' wzgledem U na skutek Zmiana po
zmiana
potozenia P ruchu translacyjnego wzgledem U na skutek
wzgledem uktadu U’ wzgledem U; ruchu obrotowego
tadu U’ nie zalezy od r’ kaafiu U’ wzgledem U;
S zalezy od r’

Cechga charakterystyczng obrotu U’ wzgledem U jest istnienie prostej
(osi obrotu) o tej wiasnosci, ze poczgtkowe i koncowe potozenia
kazdego punktu r’ uktadu U’ lezg w ptaszczyznie prostopadtej do tej
prostej i w jednakowej od niej odlegtosci. Stad wynika, ze przez te dwa
punkty mozna przeprowadzi¢ okrag o srodku na osi obrotu, lezgcy w
ptaszczyznie do niej prostopadte;j.



(d f:)obrét = d& X I_;
obrot‘ = ‘dOf X l‘ =

da||rsin(<da,r') =

Zastosujmy ten wzoér do punktu O/,
gdzier =0orazr=R.
Otrzymujemy:

d + ( )ransIaCJa
(d F)translacja = d R
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predkos¢ translacyjna

predkosc¢ katowa

Mamy juz wzor na transformacje predkosci !

zmiana predkosci

na skutek ruchu
— / obrotowego U’

\7 — \7' + V'[I‘ + 0_3 X F' wzgledem U

/

predkos¢ w
uktadzie
inercjalnym U

predkos¢ w \ zmiana predkosci

uktadzie na skutek ruchu

nieinercjalnym U’ translacyjnego U’
wzgledem U



Teraz chcemy znalez¢ zwigzek miedzy pochodnymi w obu
uktadach. W tym celu bierzemy dowolny wektor b

FTT +V, + oxr

dr, _d'n' - . -,

dt ot v T
db d'b . - . o
_ L Hxb To jest bardzo wazny wzor, ktory

dt dt mowi jak pochodna dowolnego
wektora w uktadzie U wyraza sie
przez pochodng w uktadzie U’ !



Majac do dyspozycji wzor
db d'b
dt dt

mozemy wykonac dalsze rézniczkowania i znalez¢ zwigzek
miedzy przyspieszeniami:

+wxb,
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Podstawiajgc, dostajemy
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W2z4r na transformacje przyspieszenia i jego sktadniki !

przyspieszenie na przyspieszenie na
skutek ruchu skutek zmiany
translacyjnego przyspieszenie predkosci katowej w
uktadu U’ Coriolisa

wzgledem U

A=a,+a'+20xV'+ a?x(a?x?')+d—5)xf'

T \ X dt

przyspieszenie w : :
przyspieszenie

przyspieszenie  ukfadzie , doérodkowe
w uktadzie nieinercjalnym U

inercjalnym U



Znajac wzor na transformacje przyspieszenia, mozemy podac
prawo ruchu w uktadzie nieinercjalnym

=g p=g —~ 1 - — 1 - - g | da_j g |
ma=ma, +ma'+2m odxV'+m o x(dx r)+mﬁxr
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W uktadzie inercjalnym ma = |E

Dlatego rownanie ruchu otrzymuje postacd:
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»realna” L . , .
,pseudosita”, sita pozorna, sita bezwtadnosci

sita



,Realna” sita ma zrédto w oddziatywaniach fundamentalnych.
Sita bezwtadnosci powstaje w uktadzie nieinercjalnym
wytacznie na skutek istnienia przyspieszenia tego uktadu
wzgledem uktadu inercjalnego. Jest zawsze proporcjonalna
do masy ciata. Skutki sity bezwtadnosci sg jak najbardziej
realne i musimy jg uwzgledni¢ w opisie ruchu prowadzonym w
uktadzie nieinercjalnym - réwnania ruchu w ukfadzie
nieinercjalnym uwzgledniajg sity bezwtadnosci !



Przyktad I: nieruchoma skrzynia w windzie

. do . .
Dla ruchu jednostajnegowindy @ =0,—=0,V' =0, d, = 0

R Uktad zwigzany z windg
jest uktadem inercjalnym;
na skrzynie dziataja tylko
realne sity: sita ciezkosci i
sita reakcji podtoza
rownowazg sie.

0l




Dla ruchu windy z przyspieszeniem dw

skierowanym w gore w=0, dt =0,V
= A 3 Przypadek, gdy winda
R T tr przyspiesza jadac w gore

lub hamuje, jadgc w dot.
W obu sytuacjach sita
bezwtadnosci -ma,,
powieksza nacisk na
podtoge windy. Aby w
uktadzie zwigzanym z
windg skrzynia byta w
spoczynku konieczna jest
wieksza wartosc reakc;ji
podtoza.




Dla ruchu windy z przyspieszeniem . da .y
w=0,—=0,V

skierowanym w dot

Przypadek, gdy winda
zwalnia jadgc w gore lub
przyspiesza, jadgc w dot.
W obu sytuacjach sita
bezwtadnosci -ma,,
zmniejsza nacisk na
podtoge windy. Aby w
uktadzie zwigzanym z
windg skrzynia byta w
spoczynku konieczna jest
mniejsza wartosc¢ reakgji
podtoza.



Przyktad Il, gdy ruch wzgledny jest czystym ruchem obrotowym
Klocek spoczywajacy na obracajgcej sie w ptaszczyznie poziomej tarczy.
Widok z géry: tarcza obraca sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, czyli
predkosc¢ katowa jest skierowana w naszg strone !

Aby klocek pozostawat w
spoczynku w uktadzie
nieinercjalnym, potrzebna jest
dodatkowa sita, na przyktad

= tarcie.

|:ds

0]




Sita odsrodkowa czy moze dosrodkowa ?

Pojecia czesto mylone !

Kulka o masie m zawieszona
na nici o dtugosci / wykonuje
jednostajny ruch obrotowy w
ptaszczyznie poziomej.

Opiszmy te sytuacje najpierw
w uktadzie inercjalnym
zwigzanym z Ziemig. W takim
uktadzie na kulke dziatajg tylko
dwie sity: sita naprezenia nici
N oraz sita ciezkosci, mg. Ich
wypadkowa musi petnic role
sity dosrodkowej, bo kulka
porusza sie ruchem
jednostajnym po okregu.

F,..=N+mg

0S



Sita odsrodkowa czy moze dosrodkowa c.d.

Teraz opiszmy te samg
sytuacje w uktadzie
nieinercjalnym zwigzanym z
kulkg. W takim ukfadzie kulka
znajduje sie w spoczynku, wiec
dziatajgce na nig sity muszg sie
rownowazyc. Oprocz
,realnych” sit (sity naprezenia
nici, N oraz sity ciezkosci, mg)
dziata sita bezwtadnosci czyli
sita odsrodkowa, przy czym
zachodzi:

N+mg+F,=0



Wrécmy do klocka na obracajgcej sie tarczy.
Klocek moze teraz poruszac sie wzgledem tarczy.

Sita odsrodkowa
jest taka sama jak
poprzednio.

Ze wzgledu na to, ze klocek
porusza sie w obracajgcym sie
uktadzie odniesienia, pojawia si€
dodatkowa sita, tzw. sita Coriolisa:

—

F =—2?2maaxV'

cor




Poswiecimy chwile uwagi tej sile bezwtadnosci, nazwanej od nazwiska
francuskiego matematyka i inzyniera z poczatku XIX wieku.

—

— —> |
F., =—2MaxV
Sita Coriolisa dziata wytgcznie na obiekty
znajdujgce w ruchu w uktadzie
poruszajgcym sie ruchem obrotowym.

Kierunek dziatania sity Coriolisa jest zawsze
Gaspard-Gustave de Coriolis prostopadty do kierunku wektora
(1792-1843) predkosci poruszajgcego

sie ciata, tak wiec sita ta powoduje

odchylenie toru ruchu ciata od linii proste;j.

Jakie efekty powoduje sita Coriolisa ?



Kierunki wiatrow statych na obu poétkulach

W szczegdlnosci masy
powietrza znad rownika po
oddaniu wilgoci
przemieszczajg sie w kierunku
biegunow. Ulegajac dziataniu
sity Coriolisa odchylajg sie na
potkuli pétnocnej na wschéd,
a na potkuli potudniowej na
zachod.

Biezun pilnocny
Wschodnie wiatry
polarne

Strefa wiatrow
#achodnich
Rownik

Pasaty

Biegun poludniowy



Wirowanie wiatrow w cyklonie

Sity Coriolisa decydujg takze o kierunku
wirowania cyklondw.

Sity Coriolisa na potkuli potnocnej
odchylajg wiejgce promieniscie wiatry
w prawo, co w rezultacie nadaje
masom powietrza ruch wirowy o
orientacji lewoskretne;j.




Ciato upuszczone z duzej wysokosci nie spada pionowo na Ziemie !

Wschod Zachod




Gdzie jeszcze mozna zaobserwowacd na Ziemi dziatanie sity
Coriolisa ?

e Tory pociskow

 Podmywanie prawych brzegdéw rzek na poétkuli poétnocnej

* Szybsze Scieranie sie prawych szyn kolejowych na poétkuli potnocnej
* iinne, ale najbardziej znane jest

Wahadto Foucaulta

,wahadto posiadajgce mozliwos¢
wahan w dowolnej ptaszczyznie
pionowej. Powolna zmiana ptaszczyzny
ruchu wahadfa wzgledem Ziemi
dowodzi jej obrotu wokét wtasnej osi.
Nazwa wahadfa upamietnia jego
wynalazce, Jeana Bernarda Léona
Foucaulta, ktéry zademonstrowat je
publicznie w 1851 roku w paryskim
Obserwatorium Astronomicznym, a
potem w Panteonie w Paryzu.” Wahadto Foucaulta w Panteonie
(zrodto: Wikipedia)




Dla obserwatora na biegunie
ZWigzanego z wirujgcg Ziemig
ptaszczyzna drgan krecitaby
sie, a okres jej obrotu bytby
rowny okresowi obrotu
Ziemi.



\

Stwierdzono, ze poza biegunem
okres obrotu ptaszczyzny wahan

bedzie zalezat od szerokosci
geograficznej ¢:

- T ((P) = Tbieg / sin ((P)
=(23h56m04.09s) / sin (o)
Miejsce L[m] @ M[kg
Pantheon, Paryz 67 28

Oregon Convention Center in Portland

27

408

Museum of Science and Industry, Chicago

20

300

National Museum of American History, Washington, DC

21

105

Wieza Radziejowskiego, Frombork

28

47

ONZ, Nowy Jork

23

91

Instytut Fizyki, Torun

16

29

Kosciol §w. Piotra i Pawla, Krakéw

46,5

25




W koSciele

Sw. Piotra i Pawta w
Krakowie odbywaijg sie
pokazy wahadta Foucaulta.

Korzystatem z rysunkdow ze strony
http://ip.pwsz.glogow.pl/ryszard-matysiak/



Krakowskie wahadto Foucaulta: proba modelowania

®=50 stopni (szerokos¢ geograficzna potnocna)
L=46.5m
m=25 kg

x’ zaptaszczyzne
rysunku




Jakie dodatkowe zatozenia warto wzig¢ pod uwage

1. Ruch odbywa sie w ptaszczyznie x’y’; ze wzgledu na duza dtugosé

linki wahadta w stosunku do jego wychylenia poprzecznego,

mozna przyjac z’=const

a,=0

w=const

4. Zmiany wektora r’ sg bardzo mate w stosunku na przyktad do
promienia Ziemi; dlatego trzeci sktadnik w nawiasie mozna uznad
za efektywng poprawke do lokalnego przyspieszenia ziemskiego

ma'=F — rr%r +2M o xV'+ r}a}x/(a”)xf'ﬁm/dd;[xf'

Na placu boju zostaja realne sity (sita grawitacji i naprezenie linki) oraz
sita Coriolisa.

W N

Wrdocmy na chwile do zwyktego wahadfa matematycznego.



Wahadto matematyczne rozpatrywane w biegunowym uktadzie wspotrzednych.
Rozktadamy site ciezkosci na sktadowg radialng i transwersalng. Sktadowa
radialna F, jest rbwnowazona przez site naprezenia linki (wiezy !), wiec w
kierunku radialnym nic ciekawego sie nie dzieje !

O y
y
N mg = F, +F,
Xh - 0 :l:Flle
A - =—F,0
= P _ = =mgcosd
X
2 F -, =mgsiné




Dlatego wystarczy zapisa¢ rownanie ruchu dla
sktadowej transwersalnej

ma=mg+ N Bierzemy sktadowa
. N — transwersalng obu stron
(ma), = (mg +N )9/

p=1=const - p'=0
ml 8" =-mgsind

To doktadne rownanie dla

0" = —gsin 0 wahadfa matematycznego
o nie ma analitycznego

rozwigzania !!



Dla matych wychylen zachodzi:

sinezeztané’zli,

wiec dostajemy rownanie dla wychylen kagtowych

6’"%—%

albo na (mate) poprzeczne wychylenia

11 2
y'+ayy =0,
wi="D
I
Okres drgan wahadta
T — 2T _9 l matematycznego nie zalezy (dla
0~ =t matych wychylen !) od wychylenia
Wy g

maksymalnego



Wracamy teraz do wahadta Foucaulta, ktére bedziemy rozpatrywac
przy matych wychyleniach w kierunku poprzecznym.

Opuszczam teraz primy (potrzebne dla pochodnych), chociaz jestesSmy
wcigz w uktadzie nieinercjalnym |

Jak dla wahadta matematycznego tu juz jest
uwzgledniona sita grawitacji oraz reakcja wiezow
(naprezenie linki wahadta).

A
[ |

=11

P4l == 2%V

. 27T
»=(0,wC0SP,wSINP), ®=——
&= (0,008, 05in ), 0=~

(X, y',7)

I_,.’l
r'= (X”, y”,Z”)



Przy upraszczajacych zatozeniach dotyczgcych statej wartosci z(t),
rownania ruchu przyjmujg postac:

Uktad sprzezonych réwnan

X'+ a)g X—2aw y'=0, rozniczkowych; Mathematica®
. 5 ' ma problem z uzyskaniem

y tay y+ 2 W X = 0, analitycznego rozwigzania !
|
g rézne
2 24h skale

a)lz—SIn¢—)T ~ 31h czasowe

24h w, sing



Rozwigzanie ogolne zalezy od czterech dowolnych statych:
X = Acos((w, — w,)t) — Bsin((w, — a)t)
+Ccos((w, + m,)t) + Dsin((a, + »,)t),
y = Asin((@, — @)t) + Bcos((@, — o)t)

_Csin((@ + @)t) + Doos((ay + )t), @ =@ +
Warunki poczatkowe:
x(t=0)= Xo s
X'(t=0)=v,,,
y(t=0)=y,,
y' (t=0)=v,.

daja konkretne wartosci statych A, B, Ci D.



Polecam notatniki z rozwigzaniem réwnania ruchu i animacjami dla wahadta
Foucaulta. W tych notatnikach wprowadzono CZYNNIK=300 zwiekszajgcy szybkos¢
obrotu Ziemi wokot wtasnej osi, by efekty sity Coriolisa staty sie bardziej widoczne !
Dwie wersje roznig sie tylko warunkami poczatkowymi, czyli sposobem
wprowadzenia wahadta w ruch.

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/wahadlo_foucaulta_CZYNNIK_v1.nb

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/wahadlo_foucaulta_CZYNNIK_v2.nb



Ciato upuszczone z duzej wysokosci nie spada pionowo na Ziemie !

Wschod Zachod




Ta sama sytuacja, jak dla wahadta Foucaulta: teraz proba modelowania
spadku swobodnego z wysokosci h z uwzglednieniem sity Coriolisa

@=50 stopni (szerokos¢ geograficzna potnocna dla Krakowa), h=50 m

Skala na
rysunku jest
zupetnie
przesadzona; w
szczegolnosci
zadnych
efektow
zwigzanych z

7

O’ X

za pfaszczyzne
rysunku

zakrzywieniem
powierzchni
Ziemi nie
bedziemy
uwzgledniac !




Jakie dodatkowe zatozenia warto wzig¢ pod uwage

=

a,=0

w=const

3. Zmiany wektora r’ sg bardzo mate w stosunku na przyktad do
promienia Ziemi; dlatego trzeci sktadnik w nawiasie mozna uznad
za efektywng poprawke do lokalnego przyspieszenia ziemskiego

ma'=F — nﬁr +2M o xV'+ r}éx/(a*)xf'ﬁm/ddgzxf'

Na placu boju zostaja tylko sita grawitacji (realna sita) oraz sita
bezwtadnosci Coriolisa.

N

ma'=mg-2maoxV'
mg:(oi 01 _mg)
@ = (0, wC0S @, »SIN @)



Opuszczam teraz primy (potrzebuje primy dla pochodnych), chociaz
jestesmy wcigz w uktadzie nieinercjalnym !

Réwnania ruchu przyjmujg posta¢:  x'' = 2m (y' Sin ¢ — 7'C0S ¢) ,
y'=-2w X'sing,
''=—0g+2®X COS¢

Warunki poczatkowe sg w x(t — O) =0,

tym przypadku szczegdlnie ,

proste: X (t — O) =0,
y(t=0)=0,
y'(t=0)=0,
2(t=0)=h,

2'(t=0)=0.



Mathematica® nie ma problemu z uzyskaniem analitycznego
rozwigzania, ktére od razu uwzglednia warunki poczatkowe !

. _ 9Cos¢ (2tw —sin(2tw))
- A’
© gsin(2g) (- 1+ 26%0° + cos(2tw))

2 ]

Y= 8w

7 — 8%(— g +8hw® —2gt°w” + 29 cos(2tw) cos’ ¢)
)

L . (g (-1+ 2t°w°) cos(2¢)).
0

_|_

Przypominam, ze to rozwigzanie ma sens przy zatozeniu, ze
powierzchnia Ziemi jest ptaska, a sita grawitacji pozostaje stata !
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Mamy (bardzo male) odchylenie w kierunku wschodnim |



—1.=10

—3.x10

—4_ 10

Zaniedbywalne odchylenie w kierunku y (p6tnoc-potudnie)

tls
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0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

Ruch w kierunku z jest praktycznie taki sam, jak w przypadku bez sity Coriolisa



Polecam notatnik z rozwigzaniem rownania ruchu dla spadku swobodnego
z uwzglednieniem sity Coriolisa . W tym notatniku wprowadzono
CZYNNIK=100 zwiekszajgcy szybkos¢ obrotu Ziemi wokot wtasnej osi, by
efekty sity Coriolisa staty sie bardziej widoczne !

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/spadek_z_coriolisem_CZYNNIK.nb
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