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Na poprzednim wyktadzie rozwazylismy zwigzki miedzy
predkoscia i przyspieszeniem w dwoch uktadach
odniesienia
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W
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Wzor na transformacje predkosci !
zmiana predkosci
na skutek ruchu

V = \7' 1 Vtr 4 a_’)x F' . — obrotowego uktadu

/ ,\ U’ wzgledem U
predkos¢ w o \ zmiana predkosci

uktadzie

. . uktadzie na skutek ruchu
inercjainym U nieinercjalnym U’ translacyjnego
uktadu U’

wzgledem U



W2z4r na transformacje przyspieszenia i jego sktadniki !

przyspieszenie na

skutek zmiany
przyspieszenie w przyspieszenie predkosci katowej w
ukfadzie Coriolisa
nieinercjalnym U’

l ]
d=a'+d +20xV'+ox(dxT')A LICAV

v @

- : rzyspieszenie
przyspieszenie przyspieszenie na Przysp

w uktadzie skutek ruchu dosrodkowe
inercjalnym U translacyjnego
uktadu U’

wzgledem U



Dlaczego ciato upuszczone z duzej wysokosci nie spada pionowo na Ziemie ?

Wschod Zachad

http://ip.pwsz.glogow.pl/ryszard-matysiak/

Rysunek ze strony

W uktadzie nieinercjalnym zwigzanym z obracajgca sie Ziemig,
dziatfa sita bezwtadnosci Coriolisa !



Ta sama sytuacja z punktu widzenia obserwatora znajdujgcego sie poza Ziemig,
w uktadzie inercjalnym

http://ip.pwsz.glogow.pl/ryszard-matysiak/

Rysunek ze strony

Predkos¢ liniowa jest tym wieksza, im ciato znajduje sie dalej od osi obrotu.
To ttumaczy wiekszy ,zasieg rzutu” dla obiektu na wiezy.



Na obecnym wyktadzie zastanowimy sie nad
wtasnosciami kilku waznych wielkosci

ped

p=mv

m = const — —P = d_V:mazﬁ
t dt

—

Mamy jedng z wielu zasad zachowania: F=0-—o [3 = const

Stata moze byc¢ tylko jedna ze sktadowych (niekoniecznie

kartezjanskich) wektora pedu:

Przyktady: rzuty w

Fi =0— P = const jednorodnym polu
grawitacyjnym, wahadto
matematyczne (sktadowa
radialna jest stale rowna

Zero)



moment pedu

O

_L: _rxﬁ _|_rxd_p:fx|::|\/| moment sity
t dt dt
T
Vxmv =0

Definicje momentu pedu i momentu sity zalezg od wyboru
poczatku uktadu wspoétrzednych !

Nastepna zasada zachowania: M =0—> |: = const

Tak jak dla pedu, rownanie ma charakter wektorowy i zachowana
moze byc¢ tylko jedna ze sktadowych momentu pedu.



praca

Na poczatek najprostszy przypadek:
stafa sita dziata na punkt materialny,
ktory zmienia swe potfozenie,
przesuwajac sie po linii prostej:

T

I

W _ I: A" Praca jest iloczynem skalarnym
p = F Al

sity i wektora przemieszczenia

Praca jest skalarem !
Praca moze byc réwna zero, chociaz dziata sita |

W ogdlnym przypadku tor ciata nie musi by¢ prostoliniowy, a sita moze
zmieniac sie od punktu do punktu. Co wtedy ?

Wtedy mamy catke: W12 — j IE (r) . df

r(p—r)

W ogdlnym przypadku praca zalezy nie tylko od poczgtkowego i koncowego
potozenia, ale takze od drogi I



2
Jednostka pracy w uktfadzie Sl jest dzul (J) J=Nm= kg m_2
S

MocC

Czesto interesuje nas szybkos¢ wykonywania pracy. Jest to bardzo wazna
wielkos¢ okreslajaca szybkos¢ dostarczania energii, niekoniecznie tylko
mechaniczne;.

dW =F -dr
)dW:F'dr:ﬁ.d_r:ﬁ.v
dt dt dt

Moc jest skalarem. Jednostka mocy w uktadzie Sl jest wat (W)




Co powoduje praca ?
Zmiane energii
kinetyczne;j !

ty t b

%(V(tz))z —%(V(tl))z = Ein (t,) — B (L)



Kiedy praca nie zalezy
od drogi ?

Wtedy musiatoby
zachodzic:
W [F = [F 0= [F ST
& I T,«<—  strone!
> [F(F)-dF + [F(F)-dF= 0 = fF(F)-dF
h -1 kontur

zamkniety



Jesli praca znika dla
dowolnego konturu
zamknietego, to site F
nazywamy
zachowawczg. Dla
takich sit praca nie
zalezy od drogi.

Przyktad (sita sprezysta):

(

Tl
=

)=k T

F(F)-dF = ——; d(r)* ->W, = j F(F)-dr =
" " ‘ " : praca
— — - - k
_Erzz _(_ 2 I’lzj — 5 r12 __2 r22 «— \I;Vr&;ec;nana

sprezyne !



Jak mozna scharakteryzowac site zachowawczg ?
Wykorzystamy w tym celu jedng z wersji twierdzenia
Stokesa

0 = §If-dF: jrotlf-d§—>rotlf:0

kontur powierzchnia
zamkniety rozpieta na
konturze

rotacja

Rotacja sity zachowawczej wynosi zero ! Jak liczy¢ rotacje ?

R 9 7
— — 19 19 19 zapis rotacji we
rotkF =VxF = ox oy oz wspotrzednych
kartezjanskich
F, F, F
operator

nabla



Po rozpisaniu na sktadowe

Ry 2

rotF =V xF = 0 0 90)_
ox oy oz
F,F, F

Przyktad (moze nieco zbyt prosty):

F=-kf—>F =-kx,F,=—ky,F, =

—kz



W analizie matematycznej znikanie rotacji (przy pewnych dodatkowych
zatozeniach, ktore tu milczaco czynimy) oznacza istnienie funkcji
skalarnej V() = V(x,y,z) o nastepujacej wtasnosci:

rot F(F) =0 -
— 3V (F) IE(I_:) = —-VV (f:) — _gradv (I_»-’) »,minus” to

kwestia
umowy.
Ten zapis czytamy tak: ,sita jest rowna minus gradient V”.
W przypadku sit zachowawczych V nazywamy energia
potencjalng i czgsto oznaczamy tez symbolem E ..
We wspotrzednych kartezjanskich
oV oV oV

F(F)=-VV(F) & F, =——,F, = Z -
() (r) T T gy P
V() =V(x,y,2)



Zwigzek geometryczny miedzy V igrad V

F(F)=-VV(F) -

dV =VV (F)-df =—E(F)-dF

Jesli wybierzemy d T tak, by lezato na powierzchni V(x,y,z)=const,
to przy zmianie potozenia nie ma zmiany V:

0=dV =VV .dr - VV L powierzchnia (V = const)

Dlatego grad V jest wektorem prostopadtym do powierzchni
V=const i wskazuje kierunek rosngcego V. Z kolei sita (- grad V)
wskazuje kierunek malejgcego V.



Zwigzek miedzy praca sity zachowawczej a energig potencjalna

—

W, = (v (P)-d =—[dv =

F(F)-dF =

—

I

—V(I’) V(I’ ) Wida¢ jasno

niezaleznos¢ od
drogi.

Energia potencjalna nie jest jednoznacznie okreslona.

Mozemy jednak kazdemu punktowi przestrzeni przypisac
liczbe

V(F)=V (&) - [F(F)

gdzie (%) jest dowolng stata.



Przyktady:

Sita wynikajgca z newtonowskiego prawa powszechnego cigzenia.

Nieruchoma masa m,, znajdujgca sie w poczgtku uktadu wspétrzednych
dziata na mase m,

mm, _ m, m
=T > V(r)=-G—

F(F)=-G -
F

(V () = 0)

—

Sita wynikajgca z jednorodnego ziemskiego pola
grawitacyjnego przy powierzchni Ziemi.

F(F)=-mgZ2—-V(f)=mgz (V(z=0)=0)

Sifa, jaka dziata na mase m niewazka sprezyna o zaniedbywalnej
dtugosci, ktorej drugi koniec zaczepiono w poczatku uktadu
wspoitrzednych

- R R 1 5

F(F)=-kF > V(F) :Ekr (v (0) =0)



Zbierzmy to, co wiemy o pracy W,

W, = B, () — Ein (1) = Epot(ﬁ) - Epot(f;) —
E. () + Epot(l_;) = E, () + Epot(rl) —
E. =By (F) + E, (F) = const

Jest to kolejna zasada zachowania (bardzo wazna):

zasada zachowania energii !

Pamietajmy, ze dotyczy sit zachowawczych !

Zasada zachowania energii nie daje informacji o czasie, w ktorym ciato
przemieszcza sie miedzy punktem 1 a punktem 2.



Przyktad:

Na jakg wysokos¢ doleci kamien wyrzucony z powierzchni
Ziemi pionowo w gore z predkoscig poczatkowa y, jesli
zaniedbujemy opory ruchu ?

E(2=0) =Y’ V=0 —g— z=h
Epot(z =0)=0
Ei.(z=h)=0
E .« (z=h)=mgh v
1 2 z=0

—>—m\72:mgh—>hzv—
2 20



Nie wszystkie sity s zachowawcze — tarcie poslizgowe jest
najlepszym przyktadem. Praca (ta w potocznym tego stowa
znaczeniu i w sensie fizycznym) zalezy od drogi.
Przesuwamy skrzynie po poziomej jednorodnej podtodze.

2

[ -

jﬁﬁydr¢jﬁ@ydr
I I,



Jesli dziata sita niezachowawcza, to zmiana energii catkowite;j
uktadu jest rowna pracy te;j sity.

Przyktad: zsuwanie sie klocka z rowni w obecnosci tarcia.

(1)

Zaktadamy, ze sita tarcia jest stata w czasie
catego ruchu klocka po rowni.

> h
(2)
Ekin (1) — O 1 Epot (1) — mgh
E.in(2)>0,E ,(2)=0
Etot(z) = Ekin (2) T Epot(z) — Ekin (1) T Epot (1) +WTarcia
=B (D) +Wiyia = B (D) =T



Do tej pory zajmowalismy sie w zasadzie pojedynczym
punktem materialnym (z wyjatkiem Il zasady dynamiki
Newtona).

Wprowadzimy teraz kilka poje¢ dla N oddziatujgcych punktow
materialnych.

Wezmy punkt numer i. Moze na niego dziatac sita zewnetrzna,
ktora ma zrédto poza uktadem N czgstek, ale takze sita
pochodzaca od innych czastek uktadu, czyli sita wewnetrzna.
Zaktadamy, ze punkt materialny sam na siebie nie dziata.

d D. = = Il zasada dynamiki
i wew Zew
— Z Fji + Fi dla czastki nr i

dt J#i

d rj — — Teraz sumujemy po i
wew Zew
Z—I = Z Z Fji + Z Fi obie strony
d t i j#i i poprzedniego
rdwnania



S| S |l A =o

i J#i j<i
gdzie wykorzystaliSmy Il zasade dynamiki Newtona.

Definiujgc catkowity ped uktadu P — Z I_ji , dostajemy
[

d P . Z If Zew
[
dt %
Pochodna catkowitego pedu uktadu po czasie jest rowna catkowitej sile
zewnetrznej dziatajgcej na uktad.

W szczegdlnosci Z Ifizew — O —> |3 — const

Uwaga: pedy poszczegdlnych punktéw materialnych mogg sie zmieniac !



Dodatkowe definicje:

Masa catkowita uktadu: M = z m.

Srodek masy uktadu: Z m =r

Srodek masy ukfadu porusza sie tak, jak pojedynczy punkt materialny o masie
M pod wptywem catkowitej sity zewnetrznej. Sity wewnetrzne nie maja
wptywu na ruch srodka masy.

—»

ﬁ d p| — 7eW __ [~ Zew
— Z E Z — Z Fi Ftot

dR

dﬁ

=MV
dt

P=M



Przyktady zastosowania zasady zachowania pedu

— ruch rakiety

— zderzenia elastyczne i nieelastyczne

— rozpady jgder atomowych i czgstek elementarnych

Zasada zachowania pedu jest spefniona takze w swiecie
czastek elementarnych. Razem z zasadg zachowania energii
stanowi podstawowe narzedzie do opisu kinematyki reakc;ji
jadrowych i reakcji z udziatem czgstek elementarnych.

Definicja pedu w STW wymaga modyfikacji:

mv (c to wartos¢ predkosci
p=mvV —> p= Swiatta w prozni)
— 2
Vv
1--
C

Dodatkowo okazuje sie, ze czgstki bezmasowe tez majg ped.



Zmiana definicji (i sensu) energii w STW :

Ekinzlmv2 > E= mc’ :\/(cp’)er(mcz)2

9 = 2
| -~
C

nierelatywistyczna

energia kinetyczna relatyW|styczna energila

catkowita: suma relatywistycznej
energii kinetycznej i spoczynkowej

Stynny zapis mowi o rdwnowaznosci masy i energii:

2
MC
E = EerZ
1 v’
2

C



Przyktad: rozpad swobodnego neutronu w spoczynku

@ Election
>

/ A

antyneutrino

neutron proton elektron elektronowe

Przed rozpadem:

E = m.C energia spoczynkowa neutronu

<l
1
o

catkowity ped uktadu wynosi zero



Po rozpadzie:

E= (c:r)p)2 +(mIo c2)2 + \/(c b, ) +(me 02)2
el F o+, ) ~

\/((:|T)p)2 +(mp(:2)2 +\/(Cf)e)2 +(mecz)2 + c‘ ..

Energia spoczynkowa neutronu zamienia sie w energie catkowitg
wylatujacych czastek: protonu, elektronu i antyneutrina elektronowego

O=p,+ P, + Py,

Catkowity ped jest sumg wektorowg pedow wylatujgcych czastek



Wracamy do wielkosci nierelatywistycznych

Catkowity moment pedu uktadu: |: — Zf; X I_ji
[

Catkowity moment pedu uktadu mozna zapisa¢ w postaci sumy momentu

pedu srodka masy i wewnetrznego momentu pedu liczonego wzgledem
srodka masy

f

ol
|l
pul
4+
!

<
||
<
_I_
<
<
||
-
||






— — — — — 4
L= RxP + E ['xm.V.

i
moment pedu uktadu N punktow
materialnych wzgledem srodka masy

moment pedu
srodka masy

W analogiczny sposéb mozna rozbi¢ na dwa sktadniki energie kinetyczna
uktadu punktéw materialnych.

Zachodzi:
— 2 72 =12
V. Vv V.
E.:Em.#z = M— + Em.'—
kin | cee |
— 1 . — 1 )
energia .
kinetyczna energia kinetyczna

ruchu wzgledem

srodka masy Srodka masy



Teraz policzymy pochodng po czasie catkowitego momentu pedu

dL < df . . dp
__Z | _ _

dt 4 WXp'ﬁ ST
;

AL LA

sl +erZFW:;I
5

N Zew 2= = Wew N A Zew
=M +Z(I’- rj)XFji =M™,

<]

Uwaga: ostatnia
rownosc¢ zachodzi
tylko wtedy, gdy
sity wewnetrzne
spetniajg zasade
»akcja-reakcja” i
dziatajg wzdtuz
wektora
wzajemnego
potozenia czgstek
iorazj




Dostajemy wiec rownanie
wyprowadzone przy
zatozeniu, ze wszystkie
wielkosci byty mierzone
wzgledem inercjalnego.
Oba wektory s3 liczone
wzgledem punktu O
spoczywajgcego w jakims
uktadzie inercjalnym !

Okazuje sie jednak, ze
podobnie wygladajgce
rownanie obowigzuje,
jesli oba wektory s3
liczone wzgledem srodka
masy — nawet wtedy, gdy
porusza sie on z
przyspieszeniem
wzgledem uktadu
inercjalnego !



Dostajemy kolejng zasade zachowania dla uktadu N punktdw materialnych

M® =0 — L = const

zew

(cm) =0 — L(cm) = const

W wersji dla uktadu inercjalnego:

Jesli catkowity moment sit
dziatajgcych na ukfad wynosi zero, to
catkowity moment pedu uktadu jest
staty w czasie.

W wersiji, gdy wektory catkowitego
momentu pedu i catkowitego
momentu sit zewnetrznych
mierzone sg wzgledem srodka masy.



Mowigc o uktadzie N punktow materialnych wprowadziliSmy proste definicje

masy catkowitej uktadu: M = Z m.
[

M

Czesto jednak wygodnie jest zastgpi¢ model zbioru punktowych mas przez
ciggty rozktad masy. Wtedy powyzsze definicje nalezy zapisa¢ w postaci catek:

1
oraz srodka masy ukfadu: f;m — Z mi l_’;
i

M =jp(r)dv M =ja(r)ds M :I/I(F)dl

objetosciowy powierzchniowy liniowy
rozktad masy rozktad masy rozktad masy



Srodek masy liczymy tez przy pomocy odpowiednich catek (objetoéciowej,
powierzchniowej i liniowej):

1 . .1 . ~ 1 .
Cm—ﬁvj rp(f)dv T, _W oS ¢, == [ra@)d
r
1 4 1 # 1
X = [XP(OAV Xy == [Xa(F)AS x = = [xA(F)dl
y s M )
- L [yp(ryav _ 1 F)dS 1
Yem _MJ. yp Yem _MI 0( ) Yem —J‘y/l(r)dl
y : M )
1 . 1 . 1
i = |2P(OAV 2 =—[20(N)dS 7 == [2(F)d
y s M J
objetosciowy powierzchniowy liniowy

rozktad masy rozktad masy rozktad masy



Polecam notebooki, w ktorych liczone sg srodki masy dla przyktadowych ciggtych
rozktadow mas

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/srodek_masy_krzywych.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/srodek_masy_figury_plaskiej.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/srodek_masy_bryly przestrzennej.1.nb

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/srodek_masy_bryly przestrzennej.2.nb



Przyktad: srodek masy wycinka kuli o promieniu R i kacie rozwarcia O,,.

Podstawg obliczen jest wybor rozsgdnej parametryzacji - wspotrzedne
sferyczne

V = Z
{(x=rsind cosy, ”

y =rsiné sin g,

Z=rcosd)eR’:
rel[0,R],

6 [0,6,],
$<[0,27]}




wzor na objetos¢
wycinka kuli

p(r) = p, = const /
R 490 27

M = jpodv ”jdrrzd¢95|n9d¢po %nR (1-cosé,) p,

000

«9027r

Hrsin 0 cos¢ p,drr’ddsinfdg =0
00

0

dv

1 1
X =—/1Xxpo(r)dV = —
o I\/I\J,. (") M

-‘9
0
90 2r

R
Zen :i_"z,o(?)dv :i” _[rcos&’podrrzdé?sined¢:§R (1+cosé,)
M Vv M 000 ) ’ 8

dv

R
!
1 R6y27
ycm=ﬁjy,0(F)dV= j jrsianin¢p0drr2d6?sin6’d¢=0
Vv 000

dv

1
M

potkula <> 6,=mr/2 Catakula > 0,=n



Potkula <> 0,=m/2

X, =0

Yom =0

= §R (1+ cosz) = §R
8 2" 8

Zcm

Catakula <> O,=n
X =0

Yem =0
3
= §R (1+cosxz)=0

Co za odkrycie !!

Zcm
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