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Na poprzednim wyktadzie rozwazalisSmy wazne definicje oraz prawa
zachowania, najpierw dla pojedynczego punktu materialnego, potem
dla uktadu punktow materialnych.

Tak sie sktada, ze specjalng role w dynamice grajg dwa przypadki

(1) dwa oddziatujgce punkty materialne
Pokazemy, ze ten przypadek da sie sprowadzi¢ do przypadku jednego
punktu materialnego, na ktory dziata sita zewnetrzna

(2) bryta sztywna, czyli taki uktad (nieprzeliczalnie wielu) punktow
materialnych, ktérych wzajemne odlegtosci sg state

Tu konieczne bedzie wprowadzenie dodatkowych wielkosci
charakteryzujacych rozktad przestrzenny masy - moment bezwtadnosci



Problem dwdch oddziatujgcych punktéw materialnych
izolowanych od reszty wszechswiata
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d 2 R’ rownanie jak dla czastki o masie M,
M =0 na ktdrg nie dziata zadna sita
d t2 Rozwigzanie to ruch jednostajny
prostoliniowy !
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i —_— 1 _I_ 1 ) ILl - ml m2 Masa
_ R zredukowana
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Problem dwdch oddziatujgcych punktow materialnych sprowadzilismy
do problemu jednej czastki !



Zamiast rozwigzywac m, d'[z :_F211
d2F, =
e dtz2 = Fy,
. | L d’R
rozwigzujemy znacznie prostsze réwnania M > = 0,
dt
dF =
lud'[z = My

Jest to ogdlniejszy fakt: problem znalezienia wektorow potozenia
N oddziatujgcych czgstek (izolowanych od reszty wszechswiata)
sprowadza sie do znalezienia (N-1) wektoréw opisujgcych
wzgledne potozenie N czgstek.



Jesli znajdziemy rozwiazanie dla wektora T,
wtedy z uktadu réwnan

R — mh +m,
M
r=1,- 1,
dostajemy P = ﬁ_ mzr
: M
L = mr
L=R+—



Z tych wyrazen tatwo dostajemy wektory pofozenia wzgledem
srodka masy:

. = m,r
'=h-R=-—1,
. = mr




Przyktad: dwie masy potaczone niewazka sprezyng na
gtadkim stole




Srodek masy uktadu
porusza sie ruchem
jednostajnym po linii
prostej |



Najwazniejszy przyktad problemu dwoch ciat: zagadnienie Keplera

problem dwoch punktéw materialnych izolowanych od reszty wszechswiata i
oddziatujgcych zgodnie z prawem powszechnego cigzenia




Uproszczony uktad Stonce-Ziemia-Mars
(Stonce, Ziemia i Mars to punkty materialne; planety poruszajg sie
wokot Storica po orbitach kotowych, ...)

7
.

... widziany przez obserwatora ... widziany przez obserwatora
zawieszonego nad Uktadem ZWigzanego z Ziemia
Stonecznym




Chcemy udowodnic trzy prawa Keplera, dotyczace ruchu planet wokot Stonca.

Uwaga: prawa te rozpatrujg z osobna uktad dwéch ciat, Storice + planeta; nie
traktujg Uktadu Stonecznego jako catosci. W szczegdlnosci nie uwzgledniaja
oddziatywan grawitacyjnych miedzy planetami.

W koncu XVI wieku Tycho Brahe (1546-1601)
zgromadzit obszerne i pewne dane
obserwacyjne dotyczace potozen planet.
Pracowat wiele lat w obserwatorium na wyspie
Hven koto Kopenhagi.

Na poczatku XVII wieku jego pomocnik i uczen,
Johannes Kepler (1571 — 1630) opracowat
dane obserwacyjne Tychona Brahei
sformutowat prawa dotyczgce ruchu planet
dookota Stonica.

Zrodto: ,Wikipedia”
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Prawa Keplera

Stonce

T2 T
N

=... = const

1. Planety poruszajg sie dookota Stonca po
elipsach, a Stonce znajduje sie w jednym z
ognisk elipsy.

2. Promien wodzgcy od Stonca do planety
zatacza w tych samych odcinkach czasu te

same pola powierzchni.

3. Stosunek kwadratu okresu obiegu planety
dookota Stonca do trzeciej potegi

dtuzszej potosi elipsy jest rowny dla
wszystkich orbit planetarnych.



Wiasnosci elipsy Elipsa posiada dwie pdtosie, duzg

i matg, oraz dwa ogniska.

W uktadzie biegunowym
rownanie elipsy ma postac:
K
F =
a+¢& CoOS@
5 przy czym,
2
k=a(l-¢&°)
2 2 2
Dla kazdego punktu elipsy e =a"—-b

suma odlegtosci od obu
ognisk, r + r’ =2 a = const

€ to tzw. mimosrod elipsy. Im jest wiekszy, tym bardziej elipsa rozni sie od
okregu. Dla e=0 mamy okrag. Orbity planet w naszym Uktadzie Stonecznym
majg bardzo niewielkie mimosrody. Tylko dla Merkurego € > 0.02



Pytanie pomocnicze do Il prawa Keplera:

lle wynosi pole powierzchni S rozpietej na dwoch wektorach ?
(pole tréjkata)

— — ‘

S =2 |Ah = [A[[B[sinc = |AxE



W takim razie element powierzchni dS/dt mozna policzy¢ tak:

1. . . Lo
dS:E rx(r+dr)\:—\rxdr
1, 1. .
= Z|F xVdt |=—|F x pdt]|
2 21
ds 1. ., 1,-
=—|Fx p|==—|L|=const
dt  2u 21 \
Udowodnilismy ogdlniejsze
twierdzenie, ze tzw. predkosc moment pedu jest
polowa jest stata dla ruchu pod statym wektorem dla
wptywem sity centralnej ! sity centralnej

Nie tylko dla ruchu po elipsie.



Jakie inne wielkosci sg zachowane w zagadnieniu Keplera oprdcz wektora
momentu pedu ?

Sita jest zachowawcza, wiec zachowana musi by¢ catkowita energia mechaniczna:

Etot Ekm T E d r -G ml_l.nz
2 dt I
.
=P MM _ongt =E
2L r

Okazuje sie, ze w przypadku sity grawitacyjnej istnieje trzecia niezalezna
wielkosé, ktora jest stata w czasie. Jest to wektor Laplace’a-Runge’go-Lenza,

czyli wektor LRL:

- F 1
A=—+
r uGmm,

k

[xp=rst Dxp
r uk



Fakt, ze wektor LRL jest staty w czasie wygodnie jest pokaza¢ w uktadzie
biegunowym. Przypomnijmy, ze w tym ukfadzie zachodzi

F=rf,
~ dr dr, dé -
V=—= +r—0
dt dt dt
Cd%F [dir (deY).
d=——=|—5-r—| |F
dt dt dt
2
+ 2drd9+rd 29 0
dt dt dt
d°F mm
d=p—— =-G-L 2}
BT

Sita jest centralna, wiec
przyspieszenie
ma tylko sktadowg radialng



2
d’r dé k sktadowa radialna
pa, =p| — I —— =F = R dla Il zasady dynamiki Newtona:
dt dt r sita ma tylko sktadowg radialng
sktadowa transwersalna
2 dla Il zasady dynamiki Newtona:
a. = ﬁ d_(9_|_ rd_(g —F =0 id_LO =) brak sktadowej transwersalne sity
0 2 0 . , . :
dt dt dt ru dt jest rGwnowazny temu, ze wektor

momentu pedu ma statg wartosé



Jesli wektor LRL jest staty w czasie, to jego pochodna po czasie jest rowna zero !

r1
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.o dr
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dt r wk dt 72 dt
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40,5 90, p995 995 0 5 A const

dt dt dt dt



Wektor LRL jest staty i lezy w ptaszczyznie wyznaczonej przez wektory
potozenia i predkosci. Kwadrat jego dfugosci tez musi by¢ staty i wynosi:

r 2L°E
At =142k 0 = ¢* = const
1K
Trzeba rozpatrzeé dwa gtéwne przypadki:
(1) L,=0
(2) L,20

Przypadek (1) oznacza ruch, w ktérym wektor pedu jest rownolegty do
wektora potozenia, czyli ruch odbywa sie caty czas wzdtuz jednej linii

A — const

- | =

A v A v
f r



W przypadku (2), gdy moment pedu jest rézny od zera, mozemy wyprowadzic
rownanie toru we wspotrzednych biegunowych:

_rr 1 . - .
AT = + r-(Lxp) _,
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H k rownanie krzywej stozkowej
h we wspotrzednych biegunowych,
— I'= s czyli krzywej, ktora jest czescig
1-¢cos wspolng powierzchni bocznej stozka

i ptaszczyzny



Krzywe stozkowe wg strony

http://www.zobaczycmatematyke.krk.pl/przyklady/Kukula/index.html




,Wyrdznia sie nastepujqce krzywe stozkowe, zaleznie od kqta, jaki tworzy
ptaszczyzna przecinajgca z osig stozka i jego tworzqcgq:

. elipsa - gdy kqt pomiedzy ptaszczyznq przecinajgcq a osiqg stozka jest wiekszy
od kgta miedzy tworzqcq a osiq stozka,

. okrqg - szczegdlny przypadek dla elipsy; powstaje, gdy wspomniany kgt jest
prosty, czyli ptaszczyzna tngca jest prostopadfa do osi stozka,

. parabola - jezeli kgt pomiedzy ptaszczyzng tnqcq a osiq stozka jest rowny
kgtowi pomiedzy osiqg stozka a jego tworzqgcq, czyli tworzgca jest rownolegta
do ptaszczyzny tnqcej,

. hiperbola - Jezeli kgt pomiedzy pfaszczyznq tnqcqg a osiq stozka jest mniejszy

od kqgta pomiedzy osiq stozka a jego tworzqcq; powstaje rowniez, gdy
ptaszczyzna tnqca jest rownolegta do osi stozka, ale nie obejmuje tej osi.”

http://www.zobaczycmatematyke.krk.pl/przyklady/Kukula/index.html

autor: Damian Kukuta (Il rok - IM UJ)



Mozliwe sg rézne przypadki (= rézne krzywe !)

Rodzaj krzywej stozkowej opisujacej tor czastki zalezy od energii catkowitej
(E,) oraz dtugosci wektora momentu pedu (L, > 0)

N (a) E,<0 - e<1
I =
1-&cos § Mamy rownanie elipsy i dowdd | prawa Keplera !
212E Punkty materialne sg ze sobg zwigzane sitami
c= |1+ LO 0 grawitacyjnymi (tworzg uktad zwigzany).
uk’
) Szczegolnym przypadkiem elipsy jest okrag, gdy E,
h = i jest najmniejszg mozliwg energig catkowitg przy
1K ustalonej wartosci L,:
2, E, k*
k=G m, m, Lok =0->E, = ﬂz
u
m, m,

m, +m,



:1—0039
c=1
o b
1K
k=G m m,
m1m2

(b) E, =0 2> €e=1

Teraz mamy parabole !

Punkty materialne nie sg ze sobg trwale zwigzane
sitami grawitacyjnymi (nie tworzg ukfadu
Zwigzanego) i mogg sie oddali¢ od siebie na
dowolnie duzg odlegtos¢. Przy oddalaniu sie mas
na ,nieskonczong odlegtos¢” energia kinetyczna
maleje do zera.



[ =
1-¢gcos Y
2
€= 1+2L°EZ0
7
b
1K
k=G m, m,
m1m2

(c) E, >0 > €e>1

Teraz mamy hiperbole !

Punkty materialne nie sg ze sobg trwale zwigzane
sitami grawitacyjnymi (nie tworzg ukfadu
Zwigzanego) i mogg sie oddali¢ od siebie na
dowolnie duzg odlegtos¢. Nawet po oddaleniu sie
mas na , nieskonczong odlegtos¢” energia
kinetyczna ruchu wzglednego bytaby wieksza od
zera.



Wraémy do przypadku elipsy, by udowodnic lll prawo Keplera

r= h 0<exl
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obrazek z Wikipedii
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Aby obliczy¢ okres T obiegu planety dookota Stonca, trzeba podzieli¢ pole
elipsy przez wartos¢ predkosci polowej:

ole_elipsy rzab 5
_ PO_SIPSY =ora? X
d pole L, Kk
dt 2 Il
> 1 -1
=27 a’ ~_ 21 a’
JG(m +m,) Gm,
przyblizenie stuszne,
gdy m,>>m, !
T 2 47[2 prawa strona nie zalezy od

- masy m, i dlatego jest taka

3 ~N/
d G m sama dla kazdej planety !



Uwagi:

1.

Wyprowadzilismy trzy prawa Keplera, opierajac sie na zasadach
dynamiki Newtona i rozpatrujgc uktad Stonce+planeta, a nie caty Ukfad
Stoneczny ze Stoncem i wieloma planetami. Pozwala na to bardzo duza
masa Stonca w poréwnaniu z masami planet !

Nie rozwigzaliSmy rownania ruchu; w szczegdlnosci nie podalismy
zaleznosci wektora potozenia wzglednego od czasu.

Rachunki nie powtarzajg rozumowania Newtona, ale wykorzystuja
istnienie trzech wielkosci statych w czasie ruchu (tzw. catek ruchu):
energii catkowitej, wektora momentu pedu oraz wektora LRL (Newton
nie znat w ogdle pojecia energii i musiat sobie radzi¢ inaczej !)

Tak naprawde to wiemy, jak wyglada trajektoria opisywana przez
Zzmiany wektora wzajemnego potfozenia. A jak wygladaja trajektorie
punktow materialnych m;im,?



Masy Stonca | planet w jednostkach masy Ziemi

Stonce 332946 (okoto 2 x 1039 kg )
Merkury 0.0553

Wenus 0.815

Ziemia 1

Mars 0.107

Jowisz 318

Saturn 95.2

Uran 14.5

Neptun 17.2

Zrédto: Wikipedia



—
N
=l

f‘i =R — ~R wektory potozenia poszczegdlnych
|\/| punktéw materialnych wyrazone przez
. potozenie Srodka masy (R) oraz potozenie
_ = m. r => wzgledne (r)
,L=R+ I\/Il ~R+T
F'=F-R=——20 1
1 1 M wektory pofozenia poszczegdlnych
punkéw materialnych wzgledem
. - - m.r R érodka masy
L'=r,—R= —— =T

Z dobrym przyblizeniem Stonce znajduje sie w srodku masy uktadu
Stonce+planeta, a wektor potozenia wzglednego jest zarazem wektorem
pofozenia planety wzgledem srodka masy !



Nie zawsze tak musi by¢, bo istniejg uktady dwodch zblizonych mas !

=y

m,

Zaktadamy, ze srodek masy (CM) sie nie porusza.

Wtedy oba punkty materialne poruszajg sie po elipsach. Masa m, znajduje
sie w ognisku dla elipsy opisywanej przez wektor r. Srodek masy jest
ogniskiem dla obu orbit opisywanych przezr, i r,.



Srednie odlegtosci od Storica (w AU), okres obiegu wokot
Stonca (w dniach) oraz mimosréd orbity eliptycznej

,a’ T € T2/a3
Merkury 0.39 88 0.2056 130548
Wenus 0.72 224.7 0.0068 135272
Ziemia 1 365.3 0.0167 133444
Mars 1.52 687 0.0934 134395
Jowisz 5.20 4333.3 0.0482 133545
Saturn 9.52 10756.2 0.0553 134093
Uran 19.16 30707.5 0.0478 134061
Neptun 30.07 60223.4 0.0079 133392

Zrédto: http://www.solar.po.opole.pl/



Polecam materiaty pomocnicze do zagadnienia Keplera z mojej strony:
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/kepler.pdf

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/zagadnienie_keplera.nb



Sita grawitacji ma kluczowe znaczenie takze dla swiata
ozywionego — ewolucja wymaga czasu !

Czy mozemy dowiedziecC sie czegos o grawitacji, rozpatrujac
jej rozne modele ? Mysle, ze tak !



Rozne ,sity grawitacji” |F ‘z G -
F ‘ )
-\ —
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58\ 512
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majg te same wartosci dla r=1, wiec wszystkie mogtyby utrzymywac Ziemie
na orbicie kotowej wokot Stonca i to dla tej samej odlegtosci Ziemia-Stonce
oraz dla tego samego roku ziemskiego !






Pytanie: czy jest cos szczegdlnego dla sity z a=2 ?
Jak zachowywatby sie najprostszy uktad planetarny z
roznymi sitami przyciggania gwiazda-planeta ?
Odpowiemy na to pytanie, korzystajac z |l zasady dynamiki Newtona

F=m3a

i przyjmujgc bardzo proste warunki poczgtkowe

poczatkowa
predkosc planety

A

R=1au



Zaczyna sie ,science fiction” z a#2 |

a=31i |V|=27x

Ekin{t), Epot(t), Etot(t)
20

10L
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— Etot(t)

w1y [AL]



a=31i [V|>27x

wzrost tylko 0 0.01 % !

Ekin{t), Epot(t), Etot(t)
20

10¢
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— Ekin(t)

—— Epot(t)
— Etot(t)




o]
o=3 I |\70|<27z o
spadek tylko 0 0.01 % ! ool
Uwaga: dla a=4, 5, 6,
itd. mamy jeszcze -
wiekszg niestabilnosc ! M
Do s o0 05 10
Ekin{t), Epot(t), Etot(t)
400+
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e e T
-200}
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A co sie dzieje dla utamkowych a ?

y(t) [AU]

a=251|V|=2x

wit) [AL]

Ekin(t), Epot(t), Etot( t)
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10 — EkKin(t)
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a=251|V|>2x

Ekin(t), Epot(t), Etot(t)
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Poprawki do modelu z a=2 |
W koricu po Newtonie byt jeszcze Einstein ©

STW, 1905

Daje istotne poprawki, gdy predkosc¢ obiektow zblizona do
predkosci Swiatta c=3x10% m/s = 300000000 m/s.

Predko$¢ Ziemi w ruchu dokota Storica to nasze ‘\70‘

i wynosi ,,tylko” okoto 3x10* m/s = 30000 m/s = 107000 km/h.
Te poprawki sg raczej zaniedbywalne.

OTW, 1915-1916

Gtosi zupetnie nowe podejscie do grawitacji. Masa i energia
powodujg zmiany w przestrzeni i czasie, ktore z kolei wptywajg
na to, jak zachowuje sie materia. W szczegolnosci ta teoria
przewiduje istnienie ,,czarnych dziur”, zakrzywianie promieni
swietlnych w silnym polu grawitacyjnym, istnienie fal
grawitacyjnych.



W warunkach niezbyt silnego pola
grawitacyjnego gwiazdy dostajemy

poprawke do teorii Newtona

Fl-r

Ekin(t). Epot|

t). Etot(t)

— G

1+ —

ol | I[v(_‘,-\‘

10

yit) [AL

1
-4

— EKin(t)

Epot(t)
Etot(t)

(1) [AU]

Uwaga: efekt poprawki
OTW jest dla Ziemi
bardzo niewielki;
obliczenia wykonano dla
orbity eliptycznej z
celowo zawyzonym k |



Poprawka prowadzi do efektu zwanego obrotem peryhelium planety.
W Uktadzie Stonecznym zaobserwowano go przede wszystkim dla
Merkurego - planety najblizszej Stoncu z orbitg najbardziej réznigcg sie

od okregu.

rysunek z Wikipedii

Precesje peryhelium Merkurego
zaobserwowat w potowie XIX wieku
Urbain Le Verrier. Efekt wynosi okoto
572" (sekundy tuku) na stulecie.
Wiekszos¢ tego zjawiska daje sie
wyttumaczy¢ na podstawie mechaniki
newtonowskiej (wptywem innych planet
oraz niewielkg deformacjg Stonca).
Brakujgce okoto 43” na stulecie
dostarczyta wtasnie poprawka
wyprowadzona na gruncie OTW.



Odkrycie jadra atomowego

W przypadku odpychajgcych sie elektrostatycznie czgstek, kluczowa role
odgrywa zwigzek miedzy katem rozproszenia a parametrem zderzenia.
Jego zrozumienie lezy u podstaw odkrycia przez Rutherforda jagdra
atomowego, w ktérym skupiony jest w bardzo matej objetosci caty
tadunek dodatni obecny w atomie i prawie cata masa atomu.

X -kat rozproszenia

p — parametr zderzenia 0 —> 0 = ¥ — 180° |
Z,iZ,to liczby atomowe czgstek



Sir Ernest Rutherford (1871 — 1937)
Nagroda Nobla 1908

W roku 1911 Rutherford zastanawiat sie nad dziwnymi wynikami
doswiadczenia Geigera i Marsdena z rozpraszaniem czgstek a na foli ze zlota.

Wiekszosc¢ czgstek rozpraszata sie pod matymi katami, ale 1 na 8000 rozpraszata sie
pod katem bliskim 180 stopni.

Rutherford: ,,To byfo tak, jakby pietnastocalowy pocisk, wystrzelony w kawatek bibutki,
odbit sie od niej i trafit w strzelajgcego”.



Wynik eksperymentu byt zupetnie nieoczekiwany

Wedtug wczesniejszego modelu atomu autorstwa
Thomsona (tzw. ,,ciasto z rodzynkami”) czastki
powinny bez problemu przelecie¢ przez atom .

: Wynik eksperymentu dowiddt, ze w atomie istnieje
hn Y dodatnio natadowane jadro, skupiajgce prawie catg
=3 mase atomu.




Podsumowanie:

1. Pokazatem, jak wyglada ruch planety wokét Storica pod wptywem réznych
sit przyciggania, rozwigzujgc numerycznie rownania ruchu ze zmiennymi
warunkami poczgtkowymi.

2. Punktem wyjscia byta ,,uniwersalna” orbita kotowa o parametrach
zblizonych do orbity ziemskiej.

3. ,Nasza” grawitacja z a=2 jest naprawde wyjatkowa, bo tylko ona
zapewnia stabilne (miliardy lat) trwanie uktadéw planetarnych odpornych
na zaburzenia predkosci planety !

4. Poprawki do teorii Newtona pochodzgce z STW i OTW nie majg dla Ziemi
istotnego znaczenia, ale wyjasnienie (brakujgcej czesci) rotacji
peryhelium Merkurego byto niezwykle istotne dla przyjecia tej teorii.

5. Istotnych réznic miedzy teorig Newtona i Einsteina nalezy szuka¢ w
obszarach duzo silniejszych pdél grawitacyjnych.



Podsumowanie (c.d.)

7. Sita grawitacyjna nie jest jedyng sitg centralng, dla ktorej zaleznos¢ od
odlegtosci ma postac¢ 1/r?. Podobny charakter ma sita kulombowska
opisujgca oddziatywanie miedzy dwoma tadunkami punktowymi. Dla tego
przypadku mozliwe jest nie tylko przycigganie, ale i odpychanie. To
oddziatywanie odgrywa kluczowg role w budowie materii (jgdra
atomowe, atomy, czasteczki, krysztaty, ...)

8. Niezwykle ciekawe i bardzo trudne do zbadania sg uktady, w ktorych
wystepujg wiecej niz dwa obiekty oddziatujgce grawitacyjnie lub sitami
kulombowskimi |



Uktady z dwoma masami

bardzo dobrze poznane

4l

_4nl




Uktady z trzema masami

T—>

Bardzo trudne do zbadania.

Borykali sie z nimi Newton, Euler, Lagrange i inni wielcy matematycy i fizycy.
Nie ma ogdlnego rozwigzania.

Nawet komputery nie radzg sobie w trudnych przypadkach ze wzgledu na
niestabilnosci obliczen numerycznych.

Znane sg tylko rozwigzania pewnych szczegélnych przypadkéw, zwykle gdy
trzy masy poruszajg sie w jednej ptaszczyznie.



Przypadek ,,uktadu planetarnego”, w ktérym masa ,,gwiazdy” jest
znacznie wieksza od mas ,planet”.




Przypadek ,planety” krazacej wokot ,,gwiazdy podwadjnej”
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Przypadek ,,gwiazdy podwdjnej”, w ktérym ciezsza z ,,gwiazd” ma
swojg catkiem ciezka , planete”

m=4m,=2 m,=1




Przypadek lekkiego obiektu probujacego uciec od przyciggania
dwoch znacznie ciezszych obiektéw

i (1) [AU]
1 300 |
m=4m,=1 m,=—-—
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Tzw. problem Eulera z dwoma nieruchomymi ,,gwiazdami”
i lekka ,,planety”

1 1 L1 1 1 .5':'|' |tl| [_,l'.'l'U]
-1.0

-1.0F



Stynne punkty Lagrange’a: dwa masywne obiekty (zofty i niebieski)
rotujgce po kotowych orbitach wokot wspdlnego srodka masy i lekka
masa, ktdra moze znajdowac sie w rownowadze w pewnych
szczegdlnych punktach: (1, 2,3 zawsze nietrwatej; 4,5 niekiedy
trwatej)

Zrédto: Wikipedia



llustracja dla punktu Lagrange’a nr 4
niebieska masa utrzymywana przez mase czerwong i brgzowg

¥i (1) [AU] m, 1

xj(t) [AU]




Konfiguracja odkryta numerycznie dopiero (!) w 1993 roku przez
Christophera Moore’a. W 2000 roku analityczne potwierdzenie
stabilnosci tego uktadu uzyskali Alain Chenciner i Richard Montgomery.

m=1m,=1 m,=1



Jeden z niewielu przyktadow, gdzie ruch nie odbywa sie w jednej
ptaszczyznie. Dwie wieksze masy m, i m, krazg po zblizonych, prawie
kotowych orbitach, a masa m; oscyluje w kierunku prostopadtym do
ptaszczyzny zawierajgcej orbity mas m, i m,. Konfiguracja
zaproponowana przez A. Kotmogorowa

m =1 m,=1 m,=1/100

—



W Internecie mozna znalez¢ wiele stron poswieconych badaniom uktadéw
trzyciatowych. Nalezg do nich strony Matta Sheena:
https://www.youtube.com/watch?v=8 RRZcqBEAc
https://github.com/mws262/MAE5730_examples/tree/master/3BodySolutions

Matt znalazt numerycznie kilkanascie ciekawych konfiguracji. Ich stabilnosé¢ nie
zostata dotychczas zbadana !

G=m=1m,=1 m,=1





















Teraz to juz naprawde koniec !

Dziekuje za uwage !
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