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Na tym wyktadzie bedziemy zajmowac sie opisem bryfty sztywnej.

Jest to z definicji zbior punktow materialnych o tej wtasnosci, ze jego
ksztatt sie nie zmienia. Odlegtosci miedzy kazdg parg punktow
tworzgcych ten uktad pozostajg state w czasie (idealizacja !)

Bedziemy korzystaé z wynikéw uzyskanych na poprzednich wyktadach,
gdzie zajmowalismy sie ogdlnym uktadem wielu (lub nieskoriczenie
wielu) punktow materialnych.

Przydadzg sie tez wzory na transformacje predkosci miedzy uktadem
inercjalnym U i dowolnym uktadem odniesienia U".



Catkowity ped uktadu punktéw materialnych
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Catkowity moment pedu bryty sztywnej jest sumg momentu pedu Srodka
masy oraz momentu pedu liczconego wzgledem srodka masy (CM) :
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Zanim zajmiemy sie ruchem bryty sztywnej, zastandwmy sie nad jej ...
spoczynkiem. Bardzo waznym zagadnieniem praktycznym jest rownowaga
bryty sztywnej. Prawidtowa konstrukcja budynkéw, mostow, maszyn to
rzeczywiscie sprawa zycia i Smierci !

Tymi zagadnieniami zajmuje sie szczegétowo dziat mechaniki zwany statyka.
Na pewno jest to jeden z ulubionych przedmiotow Panstwa kolegéw na
kierunkach technicznych.

Na stronie

http://kmm.p.lodz.pl/dydaktyka/cwiczenia/MOS_Bud.pdf
mozna byto znalez¢ m.in. zadania przyktadowe.



Mechanika ogolna — statyka

kierunek Budownictwo, sem. Il

materiaty pomocnicze do ¢wiczen

opracowanie: dr inz. Piotr Debski , dr inz. Irena Wagner

Poczatek cytatu ...

Znalezc wartosc sity X, przy ktorej
pret AB pozostaje poziomy.




Rozwiazywanie kratownic plaskich

¢+ prety zerowe
¢ wyznaczanie sit w pretach metoda rownowazenia weztow

¢ wyznaczanie sil po uprzednim wyznaczenie reakceji




Rozwiazywanie kratownic przestrzennych

¢ Dprety zerowe
¢+ wyznaczanie sil w pretach metoda rownowazenia wezlow
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Wyznaczanie reakcji w belkach

¢ obciazenia skupione 1 ciagle

¢ Dbelki pojedyncze

¢ Dbelki zlozone - rodzaje polaczen 1 ich reakcje
+ Dbelki ze skratowaniem
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Wyznaczanie reakcji w ramach przestrzennych

¢ dzwigary zalamane w planie

¢ rodzaje wigzow 1 polaczen 1 ich reakcje
¢ uklady tarczowo - pretowe
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My zajmiemy sie tylko prostym przyktadem (éwiczenia), ale podamy ogdlne
warunki rownowagi bryty sztywnej:
Bryta sztywna pozostaje w rownowadze, jesli

(1) Suma wszystkich sit zewnetrznych dziatajgcych na bryte wynosi zero:

Zlfizewzo

(2) Suma wszystkich momentéw sit zewnetrznych dziatajgcych na bryte

WYNosi zero: .
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i

— —

Warunek (1) nie wystarcza, bo bryta moze sie obracac¢, cho¢ Fl + Fz =0
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Wzgledem ktdrego punktu liczyé catkowity moment sit zewnetrznych ?
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Jesli catkowita sita dziatajgca na bryte sztywng jest rowna zero, to mozemy liczy¢
catkowity moment sit zewnetrznych wzgledem dowolnego punktu.

Najlepiej wybierac tak, by rachunki byty najprostsze !



Energia kinetyczna bryty sztywnej:
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Energia potencjalna bryty sztywnej:
(Zaktadamy, ze wszystkie sity zewnetrzne i wewnetrzne sg zachowawcze.)

Jest to suma wszystkich energii potencjalnych sit zewnetrznych oraz wszystkich
energii potencjalnych sit wewnetrznych. Energia potencjalna sit wewnetrznych
moze zalezec tylko od odlegtosci wszystkich par czgstek. Skoro te odlegtosci sg
w bryle sztywnej state, to energia potencjalna sit wewnetrznych jest stafa i

mozna jg poming¢ w rozwazaniach: 76\
Epot = Epot



Przyktad:
Energia potencjalna bryty sztywnej w jednorodnym ziemskim polu
grawitacyjnym skierowanym przeciwnie do wektora osi Oz
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to iloczyn catkowitej masy bryty sztywnej, wartosci przyspieszenia ziemskiego
oraz sktadowej z wektora potozenia srodka masy bryty. Wyglada to tak, jak
energia potencjalna punktu materialnego o masie M, ktéry znajduje sie na
wysokosci z_,. .



Aby policzy¢ energie kinetyczng bryty sztywnej wygodnie jest rozwazy¢ dwa
uktady odniesienia: uktad inercjalny U oraz uktad U’ sztywno zwigzany z brytg,
ktorego poczatek znajduje sie w pewnym punkcie O’. Uwaga: nie zawsze jest
najkorzystniej umiesci¢ punkt O’ w srodku masy bryty, jak to zaktadaliSmy na
poprzednich slajdach !




Na wyktfadzie nr 3 pokazalismy, jak transformuje sie predkosc przy przejsciu z
inercjalnego uktadu U do dowolnego uktadu U’. Teraz wykorzystujemy ten
wynik dla dowolnego punktu bryty sztywnej:
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Energia kinetyczna jest suma (catkg) po wszystkich punktach bryty sztywnej:
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Podobny rachunek dla momentu pedu bryty sztywnej:
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W niektérych przypadkach mozna znalez¢ punkt bryty nieruchomy w
inercjalnym ukfadzie odniesienia. Wtedy jedynym mozliwym ruchem jest
obrot wokot tego punktu. Zachodzi tak na przyktad dla ruchu obrotowego
bryty wokot statej osi, dla ruchu wahadta zawieszonego w jednym punkcie, dla

ruchu baka wirujgcego po podfodze, gdy jego czubek utknie w zagtebieniu
podtogi.

Wtedy warto przyjac, ze O’=0 znajduje sie wtasnie w tym nieruchomym
punkcie.

pofozenie punktu bryty
wzgledem nieruchomego punktu O’
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W wielu wypadkach wygodnie jest z kolei przyjaé, ze R = f';m

Zachodzi wtedy

1 ) 1 - =\2 Przyk’fad:
Ekin = E M Ve T Ejdm (a) xT ) Gdy jaki$ przedmiot
Q rzucamy w powietrze,

zaden punkt bryty nie
jest staty, ale ruch bryty

L =M R x V,, + jdm F'X(a_ix f') mozna roztozy¢ na ruch
0

srodka masy oraz ruch
obrotowy wzgledem

o srodka masy.
potozenie punktu bryty
wzgledem Srodka masy (CM)



Definicja tensora momentu bezwtadnosci I
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Szczegotowe przeliczenie

]=1 J=1
3 3
:Z(Flzwjé‘u_wj rjlri'):Z(rlzéu_ rJlrll)a)J
j=1 j=1
3
—>Udm F'x(@xT") :jdm Z(F'Z&J— rj'r,') W;
Q i @) J=1
3 3
S Jan(s, - 1o =X e
=l o ; J=1




Whioski:

(1) Wektor predkosci kagtowej nie musi by¢ rownolegty do

(2)

wektora momentu pedu (w czesci dotyczacej czystego
ruchu obrotowego)

Poniewaz tensor momentu bezwtadnosci jest symetryczny,
mozna zawsze tak dobrac orientacje uktadu U’ zwigzanego
sztywno z brytg sztywng, by macierz tensora bezwtadnosci

byta diagonalna. Nazywamy to sprowadzeniem na kierunki
gtowne.
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W dalszym ciggu bedziemy zajmowac sie jedynie tzw. ruchem
ptaskim bryty sztywnej. W tym ruchu kazdy punkt bryty
sztywnej porusza sie stale w ptaszczyznie rownolegtej do
pewnej ustalonej ptaszczyzny w uktadzie odniesienia U zwanej
ptaszczyzng kierujgcy. Chwilowa os$ obrotu jest stale
prostopadta do ptaszczyzny kierujacej, podobnie jak wektor
predkosci katowe;j.



Przyktadem ruchu ptaskiego jest ruch bryty sztywnej wokot statej osi.
Zaktadamy, ze oS taczy dwa unieruchomione punkty bryty. Te dwa punkty P,
i P, sg potrzebne, by prawidtowo uwzglednic sity reakcji wiezéw ! Inaczej
mowigc: najogodlniejszy sposdb dziatania sit reakcji wymaga tego, by mogty
dziata¢ w dwdch punktach na osi obrotu.
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Liczymy sktadowga rownolegty do predkosci kgtowej obu stron ostatniego
rdwnania, mnozac je obustronnie przez staty wektor jednostkowy

rownolegty do predkosci katowe;j.
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sktadowa momentu sity
wypadkowej

wzdtuz osi obrotu; to nie jest
masa catkowita !

Mozemy wiec zestawi¢ wielkosci i prawa ruchu dla ruchu postepowego w
jednym wymiarze i ruchu obrotowego wzgledem ustalonej osi
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Szczegoblnie wazny przypadek ruchu wokot ustalonej osi stanowi wahadto
fizyczne, czyli bryta sztywna zawieszona na statej osi poziomej w
jednorodnym polu grawitacyjnym.

Wiemy juz, ze sktadowa momentu sit reakcji rownolegta do osi obrotu
wynosi zero. Pozostaje policzenie sktadowej momentu sity ciezkosci
rownolegtej do osi obrotu (sktadowa y w danym przypadku).

O=0’ lezy na osi obrotu.
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Dlatego dostajemy (| jest odlegtoscig sSrodka masy od osi obrotu):
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Dla matych wychylen mamy réwnanie oscylatora harmonicznego prostego
na kat a:
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Pytanie:
Jaka musi byc¢ dtugos¢ wahadta matematycznego (/0), by jego okres
matych drgan byt taki sam ?
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tzw. dtugos¢ zredukowana
wahadta fizycznego



Innym przyktadem ruchu ptaskiego jest toczenie sie kota (lub
walca, kuli, sfery, obreczy, ...) po rowni pochyte;j.

Zaktadamy, ze koto o promieniu r lezy stale w ptaszczyznie
pionowej przechodzacej przez dang prostg, po ktorej sie
porusza. Prostg tg wybieramy jako oS x.
Potozenie kota okreslamy przez wspotrzedng x,,,
srodka masy i kat obrotu a.

W przypadku toczenia bez poslizgu kat obrotu
oraz x., hie s3 niezalezne, bo zachodzi

X =l
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X Toczenie wymaga sity tarcia | !



Jakie rownania opisujg ruch kota ?

Na koto dziatajg trzy sity: sita przyciggania ziemskiego, sita reakcji rowni oraz
sifa tarcia.

Uwaga: ta ostatnia sita nie powoduje strat energii, bo punkt stycznosci O’ w
kazdej chwili spoczywa wzgledem rowni !

Dla ruchu postepowego srodka masy dostajemy:

w8 K - R (M), + R), +(T), = Mgsing -7



Aby wypisa¢ rownanie dla ruchu obrotowego, wréémy raz jeszcze do wzoru na
catkowity moment pedu bryty sztywnej:
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moment moment
pedu pedu bryty
érodka liczony
masy wzgledem
bryty srodka

sztywnej masy



Szybkos¢ zmian momentu pedu bryty liczconego wzgledem srodka masy jest
rowna catkowitemu momentowi sit zewnetrznych liczconemu wzgledem srodka
masy, chociaz uktad zwigzany ze srodkiem masy nie musi byc inercjalny !



W przypadku staczania sie kota po rowni wystarczy rozwazy¢ sktadowg z
rownania

prostopadta do ptaszczyzny rysunku, rownolegta do wektora chwilowej
predkosci katowe;.

Dostajemy:




Mamy wreszcie komplet rownan:

tatwo dostajemy wyrazenia na
przyspieszenia ruchu

postepowego i obrotowego bryty
oraz wartosc sity tarcia.
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Aby dostac rozwigzanie dla konkretnej bryty sztywnej, trzeba znaé¢ wzory na /..

Zajmiemy sie teraz podstawowymi wtasno$ciami momentu bezwtadnosci /.

|=jdm|2
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odlegtos¢
od osi obrotu

Rozmiary w kierunku rownolegtym do osi nie majg znaczenia.

Moment bezwtadnosci walca i cienkiego dysku wzgledem osi prostopadtej do
podstawy walca (powierzchni dysku) jest taki sam, jesli tylko catkowite masy i
promienie s3g takie same. Moment bezwtadnosci jest wielkoScig addytywna: aby
dosta¢ moment bezwtadnosci catego uktadu, trzeba zsumowaé momenty
bezwtadnosci czesci sktadowych.



Najprostsza sytuacja zachodzi, gdy wszystkie elementy bryty sztywnej sg w takiej
samej odlegtosci od osi obrotu: cienka obrecz (lub tylko jej fragment !)

M | = [dmI?=R?[dm = MR?
Q Q

Z cienkich obreczy mozna , poskleja¢” cate koto (dysk) - catkowanie !
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cienki dysk
o statej gestosci
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Hoop about
central axis

Annular cylinder
(or ring) about
central axis

Solid cylinder
(or disk) about
central axis

I= MR? (a) I=%4M(R} + R3) (%) (e)
Axis | Axis

Solid cylinder Thin rod about Solid sphere

(or disk) about / axis through center about any

central diameter perpendicular o diameter

/ length
I L
R \/ \/
(d) 1=]&ML2 (P) I=‘§MR2 (f)
Axis
Thin Hoop about any Slab about
spherical shell diameter perpendicular
about any axis through
diameter center

I=3%MR?
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Na koniec jeszcze dwa bardzo uzyteczne twierdzenia o momentach bezwtadnosci:

(1) Twierdzenie o momentach bezwtadnosci figury ptaskiej wzgledem trzech osi
wzajemnie prostopadtych i przecinajgcych sie w jednym punkcie.

Zatozmy, ze figura ptaska zawiera sie w ptaszczyznie xy, czyli oS z jest prostopadta
do ptaszczyzny ptyty. Wéwczas zachodzi:

V4

| =1 +1




Przyktad zastosowania:

l,=1,+1,
|, =MR?

=1,
S, =1, ==MR?
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L) =1(,,) +Md?

Bardzo wazne:

osie muszg byc¢ rownolegte,
a |, musi przechodzi¢ przez
srodek masy bryty !
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Rozwazmy jeszcze przyktad ruchu bryty sztywnej, ktéry nie jest ruchem ptaskim
Bak wiruje wokdt wtasnej osi w taki sposob, ze jego punkt podparcia znajduje sie
w poczatku uktadu O inercjalnego uktadu odniesienia.

Wiemy z
doswiadczenia, ze
os takiego
wirujgcego baka
porusza sie dookota
pionowej o0si i
zakresla
powierzchnie
stozka. Taki ruch
nazywamy
precesjq. Policzymy
predkosc¢ katowa
ruchu precesyjnego

Rysunek z ksigzki D. Halliday, R. Resnick, Fizyka 1, PWN, Warszawa 1983
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pofozenie punktu bryty
wzgledem nieruchomego punktu O

Na bak dziatajg dwie sity: w goére sita reakcji w punkcie podparcia O oraz w dof sita
ciezkosci przytozona do érodka masy. Bak ma predkoé¢ katowa @ skierowana
wzdtuz swojej osi oraz moment pedu L o tym samym kierunku, ktéry tworzy kat &
Z pionowg 0si3.

dL

Stosujemy ogdlne prawo: M

dt

o Zew Zew
M = M M graw M graw

Moment sity reakcji wzgledem punktu O wynosi zero, bo ramie jest rowne zero !



M, =T xmMg

graw

potozenie srodka masy wzgledem punktu O

Wektor momentu pedu jest prostopadty do momentu sity zewnetrzne;j !
Pochodna wektora momentu pedu jest prostopadta do wektora momentu pedu,
wiec dtugos¢ wektora momentu pedu pozostaje stata w czasie !

AL M At Atrmgsin(180° —6)

A¢: - = - = -
Lsind Lsind Lsind@
Dlatego: . = % = rmg
PAL L

Predko$¢ katowa preces;ji nie zalezy od kata @
i jest odwrotnie proporcjonalna do wartosci momentu pedu L.

Im szybciej wiruje bak, tym wolniejsza jest precesja jego osi obrotu !



Polecam materiaty pomocnicze dotyczace réznych przypadkéw zderzenia
punktu materialnego z jednorodnym pretem:

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod1.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod2v1.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod3.nb

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod4.nb



http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod1.nb

Jednorodny pret o masie M i dtugosci L moze sie swobodnie obracaé wokét sztywno
umocowanej pionowej osi, przechodzacej przez srodek preta. Pocisk o masie m
lecacy poziomo z predkoscia v trafia prostopadle w koniec nieruchomego preta i
pozostaje w nim. Liczymy predkosé katowa w preta z doczepiong masa po zderzeniu.
W tym procesie nie jest zachowana ani energia kinetyczna (tracona w procesie
"doklejania" masy punktowej do preta), ani ped (dziata sita przytrzymujaca os
obrotu). Zachowany jest natomiast moment pedu uktadu liczony wzgledem srodka
preta, bo ramie sity trzymajacej Srodek preta jest rowne zero !




http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod2v1.nb

Jednorodny pret o masie M i dtugosci L lezy na gtadkiej powierzchni poziomej. Pocisk
o masie m lecacy poziomo z predkoscia v trafia prostopadle w koniec nieruchomego
preta i pozostaje w nim. Liczymy predkosc katowa w preta po zderzeniu.

Korzystamy z zasady zachowania pedu (w ptaszczyznie poziomej) oraz zachowania
sktadowej momentu pedu prostopadtej do powierzchni z pretem. Moment pedu LO
jest liczony wzgledem poczatku nieruchomego uktadu wspoétrzednych.



http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod3.nb

Jednorodny pret o masie M i dtugosci L lezy na gtadkiej powierzchni poziomej. Pocisk o
masie m lecacy poziomo z predkoscia v trafia prostopadle w koniec nieruchomego
preta i rozprasza sie elastycznie pod katem 8. Liczymy dtugosc wektora predkosci
punktowej masy po zderzeniu (v1), kat, pod ktorym wyleci Srodek preta, dtugosc
wektora predkosci Srodka masy preta oraz predkosé katowa w preta po zderzeniu.

Na poczatku dany jest przez ped czastki o masie m i parametr zderzenia L/2.
Korzystamy z zasad zachowania energii kinetycznej, pedu (w ptaszczyznie poziomej)
oraz zachowania sktadowej momentu pedu prostopadtej do powierzchni z pretem.
Moment pedu LO jest liczony wzgledem poczatku nieruchomego uktadu
wspotrzednych.






http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/rod4.nb

Jednorodny pret o masie M i dtugosci L lezy na gtadkiej powierzchni poziomej i moze
obracac sie swobodnie wokot pionowej osi, ktora przechodzi przez jego Srodek. Pocisk o
masie m lecacy poziomo z predkoscia v trafia prostopadle w koniec nieruchomego preta
i rozprasza sie elastycznie pod katem 8. Liczymy dtugosc wektora predkosci punktowej
masy po zderzeniu (v1) oraz predkosc katowa w preta po zderzeniu.

Korzystamy z zasad zachowania energii kinetycznej oraz zachowania sktadowej

momentu pedu prostopadtej do powierzchni z pretem. Moment pedu LO jest liczony
wzgledem Srodka preta.
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