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Na poprzednim wyktadzie zajmowalismy sie elementami statyki i dynamiki
bryty sztywnej.

Jest to z definicji zbidr punktéw materialnych o tej wtasnosci, ze jego ksztatt
sie nie zmienia. Odlegtosci miedzy kazdg parg punktéw tworzgcych ten uktad
pozostajg state w czasie.

Z myslg o dalszych zastosowaniach przypominam kilka podstawowych pojec:

Masa catkowita uktadu: N = Zmi M = Jd m

' Q

, _ 1 O |
Srodek masy uktadu: [ = Mzmi f [, = M
i



Aby znalez¢ predkosc katowa bryty sztywnej, czesto wygodnie jest skorzystac z
zaleznosci miedzy predkoscig w uktadzie inercjalnym U oraz w ukfadzie U’

sztywno zwigzanym z brytg. Zwykle (ale nie zawsze) poczatek uktadu U’
umieszczamy w srodku masy bryty sztywne;j.

X Jesli znamy predkos¢ dowolnego punktu bryty
(poza punktem O’) i jego potozenie wzgledem
punktu O’, to z tego wzoru mozna policzy¢
wektor predkosci katowe;j |



Energia potencjalna bryty sztywnej w jednorodnym ziemskim polu
grawitacyjnym

g=(00,-9), g>0
Epot:fgzdm:gjzdm:gM Z.
Q Q

to iloczyn catkowitej masy bryty sztywnej, wartosci przyspieszenia ziemskiego
oraz sktadowej z wektora potozenia srodka masy bryty. Wyglada to tak, jak
energia potencjalna punktu materialnego o masie M, ktéry znajduje sie na
wysokosci z,, .



Energia kinetyczna jest suma (catkg) po wszystkich punktach bryty sztywnej:



Dwa szczegdlne przypadki:

(1) Jeden punkt bryty sztywnej jest nieruchomy w uktadzie U
(na przyktad ruch wzgledem ustalonej osi obrotu)

Q ZQ

(2) Zapisujemy energie kinetyczng jako sume energii kinetycznej srodka masy
oraz energii kinetycznej wzgledem srodka masy
(na przykfad staczanie sie bryty z rdwni pochytej)

predkosc
srodka masy



Ruch ptaski bryty sztywnej

Kazdy punkt bryty sztywnej porusza sie stale w ptaszczyznie rownolegtej do
pewnej ustalonej ptaszczyzny w uktadzie odniesienia U zwanej ptaszczyzna
kierujgca. Chwilowa oS obrotu jest stale prostopadta do ptaszczyzny kierujacej,
podobnie jak wektor predkosci kgtowej.

Wdwczas nie potrzebujemy ogdlnego wzoru z tensorem momentu
bezwtadnosci i wystarczy nam moment bezwtadnosci wzgledem ustalonej osi:

%g_‘;dm(@xf')zzéla)z

|=jdm|2
Q

odlegtosc
od osi obrotu



Z punktu widzenia dzisiejszego wyktadu umiejetnosc
znajdowania energii kinetycznej i potencjalnej uktadu odgrywa
kluczowg role !



Na poprzednich wyktadach poznalismy zasady dynamiki Newtona oraz
ich konsekwencje, zwtaszcza prawa zachowania dla pojedynczego
punktu materialnego i uktadu punktéw materialnych.

Wiemy, ze przy pomocy rownan Newtona mozemy (w zasadzie)
przewidzied, jak bedzie wygladad ruch uktadu punktow materialnych,
jesli znamy wszystkie dziatajgce sity i warunki poczatkowe.

Na tym wyktadzie bedziemy zajmowac sie elementami formalizmu
Lagrange’a czyli innego sformutowania dynamiki, ktérego autorem jest
wtosko-francuski astronom i matematyk Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813). Wsrdd wielu osiggniec tego cztowieka nalezy wymienic przede

wszystkim stworzenie podstaw rachunku
wariacyjnego.

W zagadnieniach wariacyjnych szukamy
funkcji, dla ktorej catka (zwana funkcjonatem)
przyjmuje wartosc ekstremalna.




Przyktad:
Jakim wzorem powinna by¢ dana krzywa tgczaca na ptaszczyznie xy dwa
ustalone punkty P,(x;,y;) i P,(X,,y,) ? NG

catka S(y) zalezy od
wyboru funkcji y(x)

S(y)zxfols=xf\/(d><)2 jde1+ V' ()

B(y y',X)

Aby catka S(y) (zwana funkcjonatem) przyjmowata wartosé¢ ekstremalng,
funkcja y(x) musi spetnia¢ warunek zwany rownaniem Lagrange’a-Eulera:

oL d (oL
oy dx\{ oy




W naszym przypadku zachodzi:

oL _, L_ d

Dlatego dostajemy po prostu:

y
(1 (yY )
CO Oznhacza, ze y(X) =aX+ b,

_ Y=Y
Xy — X

-=0—>y"=0,

oraz b —
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W mechanice Lagrange’a zasadniczg role odgrywa funkcjonat zwany dziataniem:

dg;
dt

ktéry jest zdefiniowany dla ruchu uktadu, opisanego funkcjami g(t),
trwajgcego od chwili t; do chwili t, . Dziatanie jest wiec funkcjonatem ruchu.
Funkcjonat jest odwzorowaniem, w ktérym role zmiennej niezaleznej petni
funkcja lub zbiér funkcji (przy danym zapisie jest to s funkcji g,(t) ), a wartoscia
odwzorowania jest wartosc catki oznaczonej z funkcji Lagrange’a, wykonanej po
ustalonym przedziale czasu (t,,t,).

b . . . ]
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s jest minimalng liczbg parametrow potrzebnych do opisu potozenia wszystkich
elementéw uktadu. Nazywamy jg liczbg stopni swobody uktadu. Funkcje g/(t),
wybierane z uwzglednieniem wiezow do opisu stanu uktadu, nazywamy
wspotrzednymi uogolnionymi. Ich pochodne po czasie to tzw. predkosci
uogolnione.



Twierdzenie, ktore podaje bez dowodu, moéwi, ze funkcja Lagrange’a
(lagrangian) dana jest wzorem:

’B(q]_!CZ!-'-;qslq11q21-'-1q31t)
= Eyiy (0, Oy ove G Gy, Gy, G )
o Epot(q11021"'1q31q11q21"'1q51t) ]

czyli jest réznica energii kinetycznej i potencjalnej uktadu.

Z zasady najmniejszego dziatania (Scislej z zadania, by catka dziatania
przyjmowata wartos¢ ekstremalng) wynika, ze funkcje g(t), spetniajg ukfad
rownan Eulera-Lagrange’a:

oL d(oL
og,  dt{ g

o 1=12,...5.



oL d(oL
og, dt\ aq

i

Te rdwnania nazywamy rownaniami Lagrange’a (mowiac scislej rownaniami
Lagrange’a |l rodzaju, bo s3 jeszcze rownania Lagrange’a | rodzaju). Jest to ukfad s
rownan rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu na s funkcji czasu g/(t).

o 1=12,...5.

Rozwigzania tych réwnan zalezg wiec od 2s statych, ktore sg wyznaczone przez
uogolnione potozenia poczatkowe q,(t=0) oraz uogodlnione predkosci poczatkowe
dq/dt(t=0).



Przekonamy sie na konkretnych przyktadach, ze podejscie Lagrange’a posiada
istotne zalety w sytuacji, gdy mozna zaniedbac¢ zmiany energii uktadu na
skutek dziatania sit tarcia:

Rownania Lagrange’a majg te sama postad, niezaleznie od wyboru uktadu
wspotrzednych. W podejsciu Newtona jest inaczej: Nawet dla
pojedynczego punktu materialnego Il zasada dynamiki ma inng postaé¢ we
wspotrzednych kartezjanskich, we wspoétrzednych walcowych i we
wspotrzednych sferycznych.

To podejscie pozwala catkowicie wyeliminowac sity reakcji wiezow. Sity
reakcji wiezdw nie zawsze tatwo jest znalez¢, a czesto nie jesteSmy nimi
bezposrednio zainteresowani, gdy wazna jest dla nas informacja o ruchu
uktadu. Przyktad: ruch koralika bez tarcia po drucie o zadanym ksztatcie.
Daje fatwiejszy wglad w wielkosci zachowane: Jesli na przyktad zachodzi

%zo = %zconst,

o] oq,
e

to taka wspdtrzedna q; nazywamy wspétrzedng cykliczng.



Integralng czescig wyktadu jest tekst
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/lagrange.pdf

Polecam takze opracowanie doktora Stawomira Brzezowskiego dotyczagce mechaniki
teoretycznej dostepne na stronie:
http://www.if.uj.edu.pl/podreczniki-i-skrypty

W dalszym ciggu wyktadu bedziemy zajmowac sie konkretnymi przyktadami
opracowanymi w postaci notebookdéw i dostepnymi na mojej stronie.

W szczegdlnosci s to:
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/wahadlo_matematyczne.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/ruchoma_rownia.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/krzywa_trzeciego stopnia_sila_reakcji.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/wahadlo_na_rowni.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-

25/wahadlo_matematyczne _o_zmiennej_dlugosci.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/pret_po_osiach.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/polkula_na_gladkiej_powierzchni.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/polkula_na_szorstkiej powierzchni.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/dwa_prostokaty 2022 11 07.nb



Przyktad 1: oscylator harmoniczny prosty

; 1 -

0 | X} X2 X

X, - diugosé swobodnej sprezyny
X; - diugoscé rozciagnietej lub Scisnietej sprezyny

Istotnym parametrem jest réznicax = X; - X3

Mamy tu prosty uktad o jednym stopniu swobody, gdzie parametrem
okreslajgcym stan uktadu jest rozciggniecie sprezyny Q=X

. 1 .,
Ekin(q’q’t) — qu

. 1 .
Epot(q1 qit) = Ekq



. | . 1 ., 1
£(g,q,t)= Ekm(q,q,t)—Epot(q,q,t)=§mq —Ekq

0L dop -

oq dt &g

“o kg

8q — = —kgq=m(
%

oq

028 _ % (ma)=mo

dt oq dt -






Przyktad 2: wahadto matematyczne ptaskie

Tu tez mamy prosty uktad o
x jednym stopniu swobody,
gdzie parametrem
okreslajacym stan ukfadu jest

kat wychylenia od pionu g=.

Uwaga: wspotrzedna
uogolniona nie musi by¢
yklasyczng” wspotrzedng i nie
musi mie¢ wymiaru metra.




Najpierw wyrazamy potozenie masy punktowej przez wspotrzedna
uogolniona q:

X =1sin(g) — x =1gcos(q)

y =—lcos(g) - y =1qsin(q)
. 1 .2 .2 1 2 2
Ekm(q,q,t)=§m(x +y )=§ml g

E,,.(0,6,t) =mgy =-mglcos(q)

. . . 1 ..
E(q,q,t)=Ekin(q,q,t)—EpOt(q,q,t)=§ml q° +mglcos(q)



. . . 1 ..
B(q,q,t)=Ekm(q,q,t)—Epm(q,q,t)=§ml q° +mglcos(q)

oL _doe
og dt og

— = —mglsin(q) =ml*{

~ =M, q=—%sin(Q)







Przyktad 3: ruch koralika po drucie o zadanym ksztatcie

1.|:|r
u.s}
u.na;
U.li;

n2r
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Mamy tu prosty uktad o jednym stopniu swobody, gdzie parametrem
okreslajgcym stan uktadu jest wspotrzedna x wektora potozenia
koralika. Pomimo tego, ze koralik porusza sie w ptaszczyznie xy, jego
wspotrzedna y jest okreslona przez x wzorem

y=a(x-c)?+b(x-c)3 .
Dlatego przyjmujemy, ze wspotrzedna uogdlniona to g=X



X=0—>>X=(

y=a(q-c)*+b(g-c)’ > y=(-c+q)(2a-3bc+3bq)q

Ekin(q,q,t):%m[X2+y2) %m (1+(c-0) (2a-3bc+3bg)) &

E (a6 =mgy=-mgla(q-c)®+b(g-c)°)

B(q,q,t) = Ekin(qiqit) o Epot(qiqit)
=-gm(c-g)°(a-bc+bqg)+

%m(1+(c-q)2(2a-3bC+3bCI)2)q2



oL d oL
oq dt g

%:-m (c-6)(-2a+3bc-3bq) (g-2(a-3bc+3ba)d?),

% _m(1+(c-q) (2a-3bc+3bg)?)q,

0q

d oL d 2 2\ A
= m(1+ (c- 2a-3bc+3Db —

&t G dt( (1+(c-qg) ( Q))Q)

-4m(c-q)(-2a+3bc-3bqg)(-a+3bc-3bqg)§° +
m(1+(c-9)°(2a-3bc+3bqg)?)

Wszystkie przeliczenia wykonatem w programie Mathematica.
Mathematica umie w szczegdlnosci liczy¢ pochodne po funkcjach !



G=((c-q)(2a-3bc+3bq)
(g+2(a-3bc+3bqg)g’))
(1+c°(2a-3bc)’ +
q(2a-6bc+3bq)
((4ac+6bc*+qg(2a-6bc+3bQ)))

To rownanie jest paskudnie nieliniowe i nie ma co nawet marzy¢ o

istnieniu analitycznego rozwigzania. Numeryczne rozwigzanie tego
rownania nie stwarza wiekszych trudnosci !

Kazdy krok potrzebny do uzyskania tego rownania i samo numeryczne

rozwigzanie mozna uzyskac (niemal) automatycznie w programie
Mathematica ©



Znamy wektor potozenia masy w dowolnej chwili czasu, wiec
znamy tez przyspieszenie a . Z |l zasady dynamiki Newtona
mozemy okreslic site reakcji wiezow dziatajgcg na mase:

— —

mg+ reakcji:ma — F

Q|

=ma-mg

reakcji

2 e
d oL

[}

[

Sita reakcji zmienia sie gwattownie w czasie ruchu, a jej
uwzglednienie w formalizmie Il zasady dynamiki jest bardzo trudne.
Formalizm Lagrange’a pozwala nam tych trudnosci oming¢, a po
znalezieniu ruchu okresli¢ takze sity reakc;ji.



Przyktad 4: ruch preta po osiach uktadu wspotrzednych
(bryta sztywna !)

M

y
dl

(1) )
O] = A X

Jednorodny cienki pret o masie m i dtugosci L slizga sie po osiach uktadu
wspotrzednych i nie odrywa sie od nich w zadnym momencie ruchu (wiezy !).
Potozenie preta jest jednoznacznie okreslone przez kat ¢=¢(t), co oznacza, ze
mamy do czynienia z uktadem o jednym stopniu swobodly.



W tym prostym przypadku mozemy policzy¢ energie kinetyczng na dwa
sposoby: (a) wprost z definicji, jako sume (catke) energii kinetycznych
wszystkich punktow preta albo (b) sumujac energie kinetyczng srodka masy
preta i energie kinetyczng preta liczong wzgledem srodka masy. W
przypadku (b) nalezy znalez¢ predkos¢ katowa w(t) i wyrazic jg przez
pochodng ¢'(t).

Na wyktadzie z braku czasu ogranicze sie do tego pierwszego sposobu i
policze energie kinetyczng preta przy pomocy caftki.

Drugi sposéb mozna znalez¢ w notebooku.

Dowolny punkt preta ma potozenie i predkos¢ dane przez parametr |
X =(L-1)cos(p) > x=—(L-1)@sin(p)
y =Isin(p) > y =l@cos(p)
V2 =%+ ¥ = (17 cos? () + (L-1)*sin’ () ) ¢°



Energie kinetyczng policzymy jako sume (catke) energii kinetycznych
wszystkich punktow preta:

dE,, = %dm ()’(2 + yz)

Eg.= _J.dm X’ +y )zl_ngdl(Xz"'yz):
S mdl 1., -
_2 == (12 cos?(¢) + (L - 1) sin?(¢)) ¢ = L'mg

Energia potencjalna zalezy jedynie od wysokosci srodka masy preta. Dla
jednorodnego preta srodek masy znajduje sie oczywiscie w jego srodku
geometrycznym.

E . =Mmg % Lsin(¢)



Mamy wiec bardzo prostg funkcje Lagrange’a:

L(4, 1) = Ei, (8,6,) — E o, (4, 4,1) = %Lzmqiz —mg % Lsin(g)

T

oL d op
op  dtog
oL 1
op 2
)
09 3

d oL d

I )
Ea_fﬁ(émwj_

= ——mgLcos(¢),

1 .
“mL?
3 ¢

— = —%mg Lcos(g) = %mLzé

..__Eg
p=-7 LCOS(¢)

_/



W efekcie dostajemy troche mniej trywialne wahadto:




Przyktad 5: dwa wahadta sprzezone

Dwa wahadta o tej samej dtugosci / z masami m, i m, zawieszono na
tej samej wysokosci w odlegtosci a. Masy potgczono niewazka
sprezyng o statej sprezystosci k. Zaktadamy, ze swobodna sprezyna
ma dtugosc a.

A g
y
¥
O a X_
] ¢/ 4
k
m




Wspobtrzednymi uogdlnionymi sg katy ¢, i ¢, (q,=¢, oraz q,=d,)

X (t) = Isin(e (1))

Y, (t) =~ cos(g, (1))
X, (t) =a+1sin(e, (1))
Y,(t) =~ cos(g, (1)

= M (% 97+ mg (%7427

2

1
Epot =m gy +m,g y2-|—5k(\/(X1—X2)2-I—(yl—y2)2 —a
L= Ekin _Epot

To koniec naszej pracy ! Teraz pracuje Mathematica



rownania Lagrange’a

[o17[t] = -

; glmlSin[opl(t]] + [kl (aCos[q}l[tJJ -1Sin[@l[t] —<i>2[tJJ)
1-ml

[a—\/a2+212—212(:os[@11t1 ~¢2[t]] -2alSin[¢l(t]] +2alSin[¢2[t]] ]]/

(\/(ICOS[Q’Jl[tJJ ~-1Cos[¢2[t]])*+ (a-1Sin[¢1l[t]] +1Sin[¢2[t]])" ]]

$27 [t] = -

; glm2Sin([p2(t]] + [kl (aCos[q‘:»Z[tJ] -1Sin[¢l[t] —q':aZ[tJJ)
1< m2

[—a+\/az+212—212(:05[c131[t] ~92[t]] -2alSin[¢l[t]] +2alSin[¢2[t]] ]]/

[\/(ICos[dJl[tJJ -1Cos[¢2(t]])*+ (a-1Sin[¢1[t]] +1Sin[¢2(t]])? ]]}



W zaleznosci od warunkow poczatkowych mamy rézne
zachowanie uktadu. Okazuje sie, ze jego dowolny ruch jest
ztozeniem dwoch gtéwnych typow ruchu, zwanych modami.

Ponizej mamy pierwszy z nich:
W kazdej chwili t wahadta majg te same wychylenia, wiec
sprezyna nie jest ani sciskana, ani rozciggana.

m, =m,
p(t=0)=g,(t=0)#0
§(t=0)=g,(t=0)=0



A to drugi gtowny rodzaj ruchu:
w kazdej chwili t wahadta majg przeciwne wychylenia.

m =m,
0,(t=0)=—p,(t=0) =0
p(t=0)=,(t=0)=0



Ruch uktadu, w czasie ktérego nastepuje ciagty przekaz energii
miedzy wahadtami jest ztozeniem obu gtéwnych ruchow

m =m,

o (t=0)#0, ¢,(t=0)=0

¢ (t=0)=0,(t=0)=0




Przyktad 6: Wtasciwosci ruchu po brachistochronie

Wsrod réznych problemow wariacyjnych szczegdlnie wazne miejsce
zarezerwowane jest dla nastepujgcego problemu:

Jaki ksztatt powinna miec krzywa, po ktérej masa punktowa pod
wptywem statej sity ciezkosci zsuwa sie w mozliwie najkrotszym czasie ?

Rozwigzaniem jest tzw. brachistochrona, ktora jest fragmentem cykloidy,
czyli krzywej, jaka zakresla punkt lezgcy na obwodzie kota, ktore toczy sie
bez poslizgu po proste;j.

Zagadnienie brachistochrony byto jednym z pierwszych, do rozwigzania
ktorego wykorzystano rachunek wariacyjny. Postawiony w 1696 przez
Johanna Bernoulliego problem znalezienia krzywej najszybszego spadku
zostat rozwigzany niezaleznie przez Leibniza, Newtona, Johanna
Bernoulliego oraz de I'Hospitala.

https://pl.wikipedia.org/wiki/Brachistochrona



Poréwnamy czasy ruchu po réznych krzywych taczacych dwa ustalone punkty. Wsréd
nich jest stynna brachistochrona (krzywa niebieska), ktora okaze sie krzywa
najszybszego spadku. Numeryczne rozwigzania dla pieciu przypadkdéw w oparciu o
formalizm Lagrange’a i koncowy animowany gif przygotowatem w programie
Mathematica.

¥ [m]




Przekonamy sie dodatkowo, ze czas ruchu po brachistochronie z potozenia
poczatkowego (wybranego powyzej punktu najnizszego) do jej najnizszego punktu nie
zalezy od wyboru punktu poczatkowego !

y [m]




Przyktad 7: wahadto matematyczne z ruchomym punktem
Zawieszenia

Wahadto matematyczne o dtugosci | i masie m, ktorego punkt
zawieszenia porusza sie ze statg predkoscig katowa w po okregu
lezacym w pionowej ptaszczyznie. Jest to przyktad uktadu, w ktorym
wiezy zalezg od czasu. Z takimi uktadami formalizm Lagrange’a tez
sobie radzi !

Dla tego uktadu energia catkowita nie jest stata, a uktad przy
odpowiednim doborze parametréw i warunkéw poczatkowych staje
sie uktadem chaotycznym !



Przyktad 8: podwodjne wahadto matematyczne



Przyktad 9: podwodjne wahadto fizyczne
(zbudowane z dwdch jednorodnych prostokgtow)

Parametry uktadu:
d=1/20 m, a=1/20 m, b=9/20 m, a’=1/20 m, b’=7/20 m, M= 1/4 kg, M’=1/5 kg

R
<{x




Przyktad 10: kwadrat ze sprezynami

W wierzchotkach A,B,C i D kwadratu o boku 2a zaczepiono identyczne
sprezyny. Drugie konce sprezyn przymocowano do punktowej masy m, ktora
moze sie poruszac bez tarcia w ptaszczyznie kwadratu. W srodku kwadratu
zadna ze sprezyn nie jest ani rozciggnieta, ani Scisnieta.




Przyktady 11i 12: belka na walcu

Belka, ktérej przekrdj poprzeczny jest
prostokgtem o wymiarach a x b przetacza sie
po walcu o promieniu r. Dla poziomej belki
mamy do czynienia z potozeniem rownowagi
trwatej, gdy b < 2r.



Belka, ktorej przekrdj poprzeczny jest kwadratem o boku a przetacza sie po walcu
o promieniu r. Dla poziomej belki mamy do czynienia z potozeniem rownowagi
CHWIEJNEJ, gdy a > 2r

Rozpatrujemy dwa przedziaty czasowe:
(1) od chwili t=0 do momentu, gdy
belka (w danym przypadku szescian)
odrywa sie od walca; w tym przedziale
czasowym wykorzystujemy rozwigzanie
rownania rézniczkowego

(2) po oderwaniu sie belki od walca
mamy do czynienia ze ztozeniem dwadch
ruchéw, bo srodek masy wykonuje rzut
ukosny, startujgc z potozenia i
predkosci, ktore posiada w chwili
oderwania sie belki od walca, a
ponadto belka obraca sie wokadt osi
przechodzgcej przez srodek masy ze
statg predkoscig kagtowg omega, taka
samg, jakg miata belka w chwili
oderwania sie od walca.



Zachecam do obejrzenia wielu innych przygotowanych przeze mnie
przyktadow:

http://users.uj.edu.pl/%7Egolak/zestawyF.html
http://users.uj.edu.pl/%7Egolak/zestawyNOF.html



	Slajd 1: Fizyka dla Informatyki Stosowanej
	Slajd 2
	Slajd 3
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7
	Slajd 8
	Slajd 9
	Slajd 10
	Slajd 11
	Slajd 12
	Slajd 13
	Slajd 14
	Slajd 15
	Slajd 16
	Slajd 17
	Slajd 18
	Slajd 19
	Slajd 20
	Slajd 21
	Slajd 22
	Slajd 23
	Slajd 24
	Slajd 25
	Slajd 26
	Slajd 27
	Slajd 28
	Slajd 29
	Slajd 30
	Slajd 31
	Slajd 32
	Slajd 33
	Slajd 34
	Slajd 35
	Slajd 36
	Slajd 37
	Slajd 38
	Slajd 39
	Slajd 40
	Slajd 41
	Slajd 42
	Slajd 43
	Slajd 44
	Slajd 45
	Slajd 46
	Slajd 47
	Slajd 48
	Slajd 49

