Fizyka dla Informatyki
Stosowane]

Jacek Golak
Semestr zimowy 2024/2025

Wyktad nr 9



Na poprzednim wyktadzie zaczelismy zajmowac sie elektrostatyka. Do tej pory
mowiliSmy w zasadzie o tadunkach w prozni |

Najwazniejsze elementy ostatniego wyktadu to

* Wiasnosci fadunku elektrycznego

 Prawo Coulomba

e Zasada superpozycji

* Definicja natezenia pola elektrycznego

 Wozory na natezenie pola elektrycznego pochodzacego od uktadu tadunkéw
punktowych i ciggtych rozktadow tadunku

* Prawo Gaussa



Prawo Gaussa:

Strumien natezenia pola elektrycznego przez dowolng
powierzchnie zamknietg, obejmujgcy dowolny rozktad tadunku
jest niezalezny od ksztattu tej powierzchni i zalezy jedynie od
wielkosci tadunku potozonego wewngtrz powierzchni.

Uwaga:

Prawo Gaussa jest zawsze spetnione, ale nie zawsze uzyteczne !
Aby z prawa Gaussa uzyskac¢ informacje o wektorze natezenia pola
elektrycznego, rozktad tadunku musi by¢ odpowiednio symetryczny.



Twierdzenie Gaussa
(jedna z wersji ogdlnego twierdzenia Stokesa)

Oprodcz prawa Gaussa istnieje (matematyczne) twierdzenie, ktére pozwala
przy pewnych zatozeniach zastgpic liczenie strumienia pola wektorowego
przez powierzchnie zamknietg catkg objetosciowa z dywergencji tego pola
wektorowego po obszarze objetym powierzchnia:

. W -dS = [f[, divW dv

catka po /

powierzchni
zamknietej

Co to jest dywergencja pola wektorowego ?



Nie podaje definicji, a tylko zapis we wspotrzednych kartezjanskich

—_

=

pole wektorowe:
funkcja, ktora

— (\NX(X, Y, Z),Wy(X, Y, Z),WZ (X, Y, Z)) jest wektorem i
zalezy od
zmiennych x,yiz

i — aW 8W 8W Dywergencja z pola
le W = —= —+ Y —+ — wektorowego tworzy
ax @y @Z funkcje skalarng, ktora

zalezy od zmiennych x, y i z.

|

_ 0 0 %) wektorowy operator
- rézniczkowy nabla

OX oy oz

zapis dywergencji w postaci

d iV W — V . W iloczynu skalarnego operatora

nabla i pola wektorowego
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Przyktad 1: W

(x.y.2)

] _ OX O OZ Dywergencja jest taka
leW = — + y+ =1+1+1:3 sama w kazdym

OX Gy OZ punkcie przestrzeni
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Teraz dla wektora natezenia pola elektrycznego tgczymy prawo Gaussa
i twierdzenie Gaussa:

prawo Gaussa w postaci

catkowej, jesli obszar Q objety
fﬁ . d§ — 47-[k ffj p(x y Z)dv przez zamknietg powierzchnie S
) )

zawiera objetosciowy rozkfad

S QO tadunku
f E-dS = Jff divEdv twierdzenie Gaussa
S Q

p(x,y,z)
€0

divE

Atkp(x,y,z) = (SI) =

prawo Gaussa w
postaci rozniczkowe;j

Mamy rownosc catek, ale poniewaz obszar Q mozemy uczyni¢ dowolnie
matym, wiec rownos¢é musi zachodzic¢ dla funkcji podcatkowych !



Ciekawostka:
Czy prawo Gaussa w postaci rozniczkowej ma sens dla punktowych tadunkéw ?

Rozwazmy przypadek jednego tadunku Q, ktdry znajduje sie w punkcie r’:

- Q o tréojwymiarowa
E(r)=Kk 3 (r-r') funkcja uogdlniona
r— F" (dystrybucja) delta
Diraca
[ /
= . (r=r' o, B
div E(T) =k Q div ( 1 =kQ4r5°(F —1') =4z k p(F)
P
=TT
_)p(f’) :Q 53(f-’ _ f-") Ten wynik ma sens: gesto$¢ tadunku

jest rozna od zera tylko w punkcie r’, a
catkowity fadunek wynosi Q :

jjjp(r)d\/:Qjjj(sS(r—r')dv=Q



Jakie inne wtasnosci posiada wektor natezenie pola elektrycznego ?
(przydadza sie wiadomosci z mechaniki)

Gdybysmy mieli jeden tadunek punktowy, to zachodzitoby:

$E-dF =0,

dowolny
kontur
zamkniety

gdyz wtasnosci matematyczne sity wynikajacej z prawa powszechnego cigzenia
i sity kulombowskiej sg takie same ! Poniewaz kontur jest dowolny, nie jest
wazne, czy tadunek znajduje sie w poczatku uktadu. Wazna jest tylko swoboda
wyboru potfozenia konturu wzgledem tadunku.



Co sie dzieje, gdy pole pochodzi od uktadu tadunkéw ?

§I§-dF: §(I§1+I§2+...)-df

dowolny dowolny

kontur kontur

zamkniety zamkniety

= §>E1-dF+ §>E2-dF+...:O,
dowolny dowolny
kontur kontur
zamkniety zamkniety

poniewaz kazda catka po zamknietym konturze wynosi zero.



W takim razie mozemy skorzystac z innej wersji twierdzenia Stokesa,
bo znikanie catki po konturze zachodzi dla dowolnie matego konturu i
odpowiadajgcej mu powierzchni.

0 = §I§-dF: jrotE-d§—>rotl§:O

kontur powierzchnia
zamkniety rozpieta na
konturze

rotacja

Rotacja natezenia pola elektrycznego od statycznego rozktadu
tadunkow wynosi zero | Przypominam, jak liczy¢ rotacje:

Ry 2
— - = 19 19 19 zapis rotacji we
otk =VxF = oX oy oz wspotrzednych
kartezjanskich
F, F, F



Po rozpisaniu na sktadowe

X v 2
otE=vxE=|2 <9I
ox oy oz
F F F
oF, oF, ). (aFX aFZjA oF, oF ).,
— X + — V + — Z
oy oz oz  oX ox oy

Jakie sg konsekwencje znikania rotacji, czyli bezwirowosci natezenia
pola wektorowego ? Istnienie potencjatu |

E=—grad V(F)=-VV(F)



Dla tadunku roztozonego w obszarze Q z gestoscig objetosciowa p(x,y,z) mieliSmy:

; P dQ(¢)

tréjwymiarowy
obszar z tadunkiem

secie dQ(E) = p(£)dv = p(£) dxdydz



Dla funkcji wystepujacej pod catkg wystepuje nastepujgca zaleznos¢:

—

(F-¢)_ —grad

3 =

"
—

F-¢

—

r-¢

tatwo to sprawdzi¢, wiedzac, ze:

1 1
P& -8 +(y-&) +(@-&Y

oraz, na przyktad




W takim razie wzor na natezenie pola elektrycznego mozemy zapisac¢ poprzez
gradient:

\

4 R
E(r)=—grad | k|[[ Pf} gfv
\

Q ‘

Funkcje skalarna:

V=K A

Q ‘

nazywamy potencjatem elektrycznym.



Analogiczne wyrazenia na potencjat uzyskamy dla ciggtych
powierzchniowych i liniowych rozktadow tadunku elektrycznego oraz dla
uktadu tadunkow punktowych.

W szczegdlnosci dla pojedynczego tadunku znajdujgcego sie w poczatku
uktadu wspédtrzednych:

r
3

I

E =kQ

V(r):k—Q+C,

gdzie zwykle przyjmujemy C=0, by w nieskonnczonosci potencjat byt rowny
Zero.



Dla N tadunkdéw q;, g, . g, rozmieszczonych w przestrzeni, natezenie pola
elektrycznego dane jest wzorem:

|-|-|

MZ
Wl

~—"

i
=1

r.\

Temu natezeniu pola elektrycznego odpowiada potencjat dany wzorem:

o

~Tr ot



Rownanie Poissona i Laplace’a
Potgczymy rézniczkowe prawo Gaussa:

divE = 47k p

i mozliwos¢ zapisania natezenia pola elektrycznego przy pomocy
potencjatu:

E =—grad V(F),

by dosta¢ rownanie na potencjat,

—div grad V(r) =4z kp,

zwane rownaniem Poissona.



Zapis przy pomocy operatora nabla:

div grad V(F)=V- (VW) =V-W = (V-V)V = V¥
We wspotrzednych kartezjanskich

58V+88V 0oV
OX OX oYy oy 0z 0z

oN oV o0V
2 T 2 T 2
oxX® oy* oz

V-VV =




_ —

Operator V.V = Vz nosi nazwe laplasjanu lub operatora Laplace’a.

bardzo 82 62 82
czesto /AEV2:_2+_2_|__
stosowany GX ay

zapis

VZV =—47Z'k,0:(8|) :_ﬂ rownanie

Poissona
)

W obszarze bez gestosci tadunku rownanie Poissona przechodzi w réwnanie
Laplace’a:

rownanie
VZV — O Laplace’a:



Wiemy, ze natezenie pola elektrycznego mozna zapisac przy pomocy
potencjatu elektrycznego:

E =—grad V(F)

Zwigzek miedzy potencjatem elektrycznym i natezeniem pola elektrycznego
mozna zapisac takze w innej, rownowaznej postaci jako catke po dowolnej

drodze od OS (wybranego punktu odniesienia, zwykle nieskoriczonosci) do

unktu P:
P P(F

N’

Ten wzor jest wygodny, gdy bedziemy liczy¢ minimalng (bez nadawania
energii kinetycznej) prace sit zewnetrznych potrzebng do przeniesienia

tadunku q w statycznym polu elektrycznym wytworzonym przez inne
nieruchome fadunki.






Zew

o =q(V(B)-V(A)) >V (B)-V(A)= /;B

A—)B_q

Mamy wiec wazny zwigzek miedzy pracg sit zewnetrznych, a rdznicg potencjatow:

Rdznica potencjatdw miedzy punktami A i B jest rowna pracy przypadajgcej na
jednostke tadunku, koniecznej do przesuniecia tadunku z punktu A do punktu B.

Jesli punkt odniesienia (OS) wybierzemy w nieskonczonosci, to praca potrzebna,
by tadunek przesungc z nieskoriczonosci do jakiegos punktu P, jest rowna:

o =4V (F) =V ()= qV (F) =E .. (F),

co potraktujemy jako przepis na energie potencjalng, Epot !



Energia uktadu tadunkéw punktowych

/ Chcemy zbudowac uktad
/ tadunkéw punktowych, z
! zadanymi odlegtosciami miedzy
tadunkami. Policzymy prace
I potrzebng na utworzenie takiego
q2 ’ uktadu, ktdry powstaje przez
kolejne doktadanie tadunkéw. Na
poczatek do pierwszego tadunku
r12 przesuwamy z nieskoriczonosci
drugi tadunek.

d; le

e = 1+2 q2
i =161,

i

odlegtosc
miedzy dwoma
tadunkami



ol

Teraz do istniejgcego uktadu
dwéch tadunkéw dodajemy z
nieskonczonosci trzeci tadunek,

wykonujgc prace:
k k
ql | q2

r13 r23

12+3 q3

Gdybysmy do tak zbudowanego
uktadu chcieli dosungé czwarty
tadunek, to musielibysSmy
wykonad prace:

kg, , kg, , kg,

r14 r-24 r34

123+4 q4

| tak dalej ...



Zatrzymajmy sie przy trzech tadunkach.

Energia takiego uktadu to suma prac W,,, oraz W,,;

k kg, k
= | |4y g 2

hy s Ty

Powyzsze wyrazenie mozemy przeksztatci¢ do rownowaznej postaci:

e K[k ke, (ko ka) (ke ke,

r12 r13 r12 r23 r13 r23

gdzie kazdy nawias okraggty podaje wyrazenie na potencjat wytwarzany
przez dwa tadunki w miejscu, gdzie znajduje sie trzeci z tadunkow.



1
Epps = 5 (Q1V1 +Q,V, + q3V3)

Ten wynik mozna tatwo uogodlnic¢ dla uktadu N tadunkow. Otrzymamy

wtedy:
12 N = A Zq

Dlatego dla uktadu N tadunkéw, z ktérych kazdy oddziatuje z (N-1) tadunkami,
ale nie oddziatuje ze swym wtasnym polem elektrycznym, otrzymujemy
nastepujgce wyrazenie na energie:




Z definicji potencjatu:

1N N qu j
12N_Zzzk _quzk

i=1 j=i ‘r- —r‘ j£i ‘r-—r‘
Lsg >k 9 V,
Equg ‘I’;—r‘ zzqg (r)

" Z ql odczuwany

przez g



Dla dowolnego ciggtego rozktadu tadunku p(l_")

E:%jp(r)vmdv

Q
\ catka po obszarze,

w ktérym
znajduje sie
rozktad tadunku

Jesli do poprzedniego wzoru wprowadzimy wyrazenie na potencjat,
to otrzymamy catke szesciokrotna:

Hkp(rr_)f(‘r) dv dv’




Mozemy takze w rownaniu
E —ijvm (F)dv
23V VP

wyrazic¢ gestosc tadunku z rownania Poissona:

1 1
E=———|V(F)AV(F)dv
24ﬂki<> ()

Korzystajgc z twierdzen analizy wektorowej dostajemy jeszcze inny wzor:

1 1
2 4k

E IEZdv

catka po obszarze, w ktérym nie

R3
T nika natezenie pola

elektrycznego: najbezpieczniegj
catkowac po catej przestrzeni



Gestos$¢ przestrzenna energii (ilos¢ energii w jednostce objetosci) pola
elektrycznego dana jest wiec wzorem:

w11 E2_(siy=1. g
2 4k 2

Uwaga:
Ta ostatnia postac wzoru na energie,

1 1 - 1 —
E = E°dv=(Sl)==¢, | E*dyv,
J 2]

- 2 4rxk

jest wygodna na przyktad, gdy rozwazamy fale elektromagnetyczng. W
tym przypadku istnieje pole elektryczne bez tadunkéw elektrycznych. Nie

jest to oczywiscie problem elektrostatyczny !



Dla jednego przypadku pokazemy
rownowaznosc¢ roznych sposobow
liczenia energii elektrostatyczne;j.
Bedzie to jednorodnie natadowana
objetosciowo kula o promieniu R i
catkowitym tadunku Q.
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Il sposdb: Licze energie, korzystajgc z wzoru na natezenie pola
elektrycznego. Catka jest liczona osobno w dwoch obszarach !




lll sposdb: Buduje kule z cienkich warstewek sferycznych o promieniu ri
grubosci dr. Energia wtasna takiej warstewki jest zaniedbywalna !

e

" ,
L, = g ¢(4\) dg (+)
) o~

0(»‘7"/4\ == ‘lo@»f‘
(r_l_
(%(4‘)&%/*\7 P ¥Q?%@ 5
_3k@™
RG



Jak mozna zobrazowac pole wektorowe ?

Jednym ze sposobow graficznego przedstawienia pola elektrycznego jest
wyrysowanie linii pola. S to linie o tej wtasnosci, ze wektor natezenia
pola elektrycznego jest styczny do linii pola w kazdym jej punkcie. Im
wieksza gestos¢ linii, tym wieksza wartos¢ natezenia pola elektrycznego.

Linie pola
dla tadunkow
pojedynczych.




Linie pola dla dwdch
tadunkow o przeciwnych
znakach i tej samej wartosci
bezwzglednej. (Uktad taki
nazywamy dipolem
elektrycznym.)



Linie pola dla dwdch takich
samych tadunkow
dodatnich. Dla dwéch
rownych ujemnych
tadunkdéw zwrot wszystkich

linii bytby przeciwny.




Linie pola dla dwéch tadunkow
przeciwnego znaku o
nierownej wartosci
bezwzglednej. Lewy tadunek
jest dodatni, bo linie pola z
niego wychodzg !




Oprocz linii pola elektrycznego wygodnie jest uzywac takze linii lub
powierzchni statych wartosci potencjatu elektrycznego, czyli linii lub
powierzchni ekwipotencjalnych, gdzie spetnione jest rownanie:

V(X,y,z) = const
E=—grad V,

wiec linie pola elektrycznego sg prostopadte do linii lub powierzchni
ekwipotencjalnych. (Podobna dyskusja byta na wyktadzie przy okazji
sit zachowawczych.) Najprostszy przyktad to linie pola i linie statego
potencjatu dla pojedynczego tadunku punktowego:

Poniewaz zachodzi

A




Polecam notebook ze strony Wolfram Demonstrations Project:
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/
ElectricFieldLinesDueToACollectionOfPointCharges-author.nb

show field lines [ ]
show equipotentials E

charges (dynamic) . / \
1 — 3 3pC . \
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Teraz do prézni wprowadzimy przewodniki.

Idealny przewodnik to substancja, ktéra ma nieskonczony zapas swobodnych
tadunkow. (Wiele metali ma wtasnosci ,,prawie idealnych” przewodnikéw.)

Taka prosta definicja prowadzi do wielu ciekawych wnioskow:

1. Wewnatrz przewodnika E = 0. Interesuje nas sytuacja, ktora zapanuje,
gdy skonczy sie przeptyw swobodnych fadunkow pod wptywem pola
zewnetrznego. tadunki swobodne ustawiajg sie w taki sposdb, by w
przewodniku pole zewnetrzne i pole przesunietych tadunkéw swobodnych
dawato znikajgce pole wypadkowe.

E, >
& Ty
- -
+
/ «— \
E. \
1 = = +
. E,+E =0 +



Gestosc tadunku wewnatrz przewodnika jest rowna zero.

E=0>divE=47kp=0—> p=0

Nieskompensowany fadunek moze znajdowac sie tylko na powierzchni
przewodnika.
Potencjat w przewodniku jest staty

V(B)—V(A):—TE-dT:O

W poblizu powierzchni przewodnika natezenie pola elektrycznego jest
prostopadte do powierzchni

. 17,



6. tadunek umieszczony na zewnatrz nienatadowanego przewodnika jest
przyciggany przez przewodnik.

We wnece bez tadunkédw nie ma pola, a na Sciankach wneki nie wystepuje
tadunek powierzchniowy. (Ekranowanie !)



8. Jesli we wnece w ,ciele” przewodnika znajduje sie tadunek elektryczny, to
pole w dalszym ciggu nie wystepuje w samym przewodniku, ale bedzie
niezerowe we wnece, a takze na zewnatrz przewodnika.

_ T
E¢O+++ Ty _
- " E=#0
(7=
\ E¢0+q. i )
F A +
+ ~ +
E=0 +
* +

Ciekawostka: Jesli wewnatrz nienatadowanego przewodnika w ksztatcie kuli
bedzie dowolna, nieregularna wneka, a w tej wnece tadunek, to pole na
zewnatrz kuli bedzie takie, jakby pochodzito od tadunku punktowego
znajdujacego sie w srodku kuli, niezaleznie od ksztattu wneki i potozenia tadunku

we wnece !



9. Zastosujemy teraz prawo Gaussa do matego fragmentu powierzchni
przewodnika z fadunkiem elektrycznym. Tuz przy powierzchni przewodnika na
zewnatrz przewodnika natezenie pola elektrycznego jest prostopadte do
powierzchni przewodnika, a wewnatrz przewodnika E = Q. Zamknieta
powierzchnie Gaussa stanowi teraz ,lokalny” graniastostup o podstawach
prostopadtych do powierzchni przewodnika. Teraz 0 moze byc¢ rézne w réznych

punktach powierzchni.

¢ ={E-dS =ASE, =47k 0 AS > E, =[E[= 47k o = (S)=—
S &0

Pole
elektryczne w
poblizu
natadowanego
przewodnika
ma najwieksze
natezenie w
miejscach o
duzej gestosci
tadunku !




10. Nie jest tatwo wyznaczyc¢ gestosc¢ tadunku na powierzchni przewodnika.
Wynik dla elipsoidy

podano w ksigzce: W. R. Smythe, Static and dynamic electricity, Hemisphere,
New York, 1989 [Griffiths]:

(2 X2 y2 ZZ
O = 7 T2 4
A7 abc | a b C

-1/2

gdzie Q jest catkowitym tadunkiem elipsoidy. W oparciu o ten wzér mozna
pokazac, ze najwiecej fadunku gromadzi sie na ,,ostrzach” i w ich poblizu
natezenie pola elektrycznego jest najwieksze.



a:b:c=1:3:5->0(R):0(R,):0(P,)=1:3:5

R(a,0,0)

P,(0,0,c)

W poblizu tego punktu pole

musi by¢ najsilniejsze obrazki elipsoidy z Wikipedii



Kondensator

Uktad dwdch przewodnikdéw o przeciwnych tadunkach, +Q i —Q.

V V.

_|_

Poniewaz potencjat elektryczny jest staty dla kazdego z przewodnikéw,
mozna jednoznacznie okresli¢ roznice potencjatéw miedzy nimi:
I
U=AV =V -V =—[E.dl
(-)
C= Q

Czynnik proporcjonalnosci: =
U C
nazywamy pojemnoscig uktadu. Jednostka pojemnosci jest farad: F = \7,

czyli kulomb przez wolt. Pojemnosc zalezy od geometrii uktadu. Méwimy o
kondensatorach ptaskich, sferycznych, cylindrycznych, ...



Natadowany kondensator jest magazynem energii elektrostatycznej
Jaka prace nalezy wykonac, by natadowa¢ kondensator ?

Jest to praca zwigzana z przenoszeniem tadunku, powiedzmy ujemnego z
oktadki dodatniej na oktadke ujemnga. Trzeba pokonywac odpychanie ze
strony juz czeSciowo natadowanej oktadki ujemnej !

m

Q 2

g g Q

dW =U(g)dg=—dg—->W =|—dg=—=
(g)dg CCI !COI

\ 2C

réznica potencjatow przy
czeSciowym natadowaniu
kondensatora do fadunku g



Kondensator ptaski to uktad dwdch ptaskich i rownolegtych do siebie
przewodnikéw (tzw. oktadek) o tej samej powierzchni S, odlegtych o d. Na
przewodnikach znajduje sie tadunek catkowity +Q, roztozony réwnomiernie.
Zaniedbujac efekty brzegowe, liczymy pole miedzy oktadkami tak, jakby
pochodzito od nieskonczonych ptaszczyzn, wykorzystujgc prawo Gaussa.
Musimy teraz pamietad, ze natezenie pola elektrycznego jest suma natezenia
od oktadki dodatniej i oktadki ujemnej ! W obszarze poza oktadkami te pola
sie znoszg, zas w obszarze miedzy oktadkami natezenie pola elektrycznego jest
w kazdym punkcie takim samym wektorem o dtugosci

E=47rka=(5|)=£=i

Gestos¢ gy, Se&
powierzchniowa S
tadunku wynosi:

+Q

Q

o =—

S

E




Roznica potencjatow miedzy oktadkami wynosi:

(+)
U=AV=V, -V =—[E-dl =Ed = Qd _Q

O Sg, C

%C:@
d



Teraz rozwazymy uktad dwdch wspotsrodkowych przewodzacych sfer
natadowanych odpowiednio tadunkami +Q i —Q, czyli kondensator kulisty

Pole elektryczne w obszarze
L <r<ir,

jest takie, jakby pochodzito od
punktowego fadunku znajdujgcego sie
we wspolnym srodku obu sfer.

E:k%:(SI): 0

dre, I

Roznice potencjatéw miedzy oktadkami policzymy, wybierajgc trajektorle
wzdtuz promienia.



(+)

—_

U=AV =V, -V =—[E.dl
(-)

J‘dl’ J'dl’ Q (1 1
47[50 r°  Adre, Are,\ T, T

h

Q (1_1)2 Q n-r_Q

Are, ,) 4mg, rr, C

e, 1 1,
L=0

—>C=




Niekiedy rozwazana jest pojemnos¢ pojedynczego przewodnika.
Oznacza to wtedy, ze drugi przewodnik, z ujemnym tadunkiem, jest
wyimaginowang sferg o nieskoriczonym promieniu, otaczajgcg dany
przewodnik. Taka sfera nie daje wktadu do pola elektrycznego.

W przypadku przewodnika o ksztatcie kuli mielibysmy

A, 1 1,

=4z, 1,

Crita = Ilm

>0 r2 - r.1

Traktujac Ziemie jak przewodzaca kule o promieniu r; = 6400 km,
dostalibysmy 5
C,..=112x10"F =712 uF

To powinno nam uzmystowié, jak olbrzymia pojemnoscig jest jeden farad !
Przewodzgaca kula o pojemnosci jednego farada miataby promien

r=9x10°m

Ziemi



t3czenie kondensatorow

Potgczenie rownolegte

: C ; C ' C ) C
Ve m_1 -TZ Lo 3 _r4
2

Jakim pojedynczym kondensatorem mozna zastgpi¢ uktad pokazany na

rysunku ? Pojemnosc takiego zastepczego kondensatora nazywamy
pojemnosciy zastepcza.

Vl ._.
QL
C
*
V2 Q )

Rdznica potencjatu U =V, -V, jest taka sama na kazdym kondensatorze.



Zastepczy kondensator tez musi by¢ podtgczony do tej samej roznicy
potencjatow. Catkowity tadunek na jego oktadce musi by¢ sumag
tadunkéw na poszczegolnych kondensatorach:

Q=UC :iUCi :Uici
=1 =1
—C :ZN:Ci
=1

Oznacza to, ze przy rownolegtym tgczeniu kondensatorow pojemnosc
zastepcza jest sumg pojemnosci poszczegolnych kondensatorow |



Potgczenie szeregowe

4

o feo| o] [ )
o -
U

QL
- U
-Q
® o—2!

tadunki na oktadkach kondensatoréw potgczonych szeregowo sg jednakowe.
tadunek Q musi by¢ tez tadunkiem na okfadce zastepczego kondensatora.
Catkowita réznica potencjatow jest rowna sumie réznic potencjatow miedzy
oktadkami poszczegdlnych kondensatorow.

C | C C Odwrotnos$¢ pojemnosci
=1 i=1 i=1 -~ )
zastepczej jest rowna
1 sumie odwrotnosci
~ poszczegolnych
=1 i pojemnosci.



Wracamy do rédwnan Poissona i Laplace’a

bardzo 82 62 82
czesto /AEVZZ—-F—-F—

stosowany GX 2 ay 2 az 2

zapis
operatora
Laplace’a

VZV — _472. k,U — (Sl) — _ﬁ rownanie

Poissona
)

W obszarze bez gestosci tadunku rownanie Poissona przechodzi w réwnanie
Laplace’a:

VA =0



Po co nam te rédwnania, skoro natezenie pola elektrycznego lub
potencjat elektryczny mozemy liczy¢ z zasady superpozycji, znajac
rozktad tadunku ?

Odpowiedz: Bo musimy sobie radzi¢ z przewodnikami. W zagadnieniach
zwigzanych z przewodnikami rozktad gestosci tadunku czesto nie jest
znany z gory ! Przewodniki sg obszarami statego potencjatu, wiec
wygodniej jest uzywac rownan czgstkowych z okreslonymi warunkami
brzegowymi.

Z braku czasu podam tylko jeden prosty przypadek tzw. twierdzenia o
jednoznacznosci i analityczne rozwigzanie rownania Laplace’a w dwodch
wymiarach.

Rownania Poissona i Laplace’a sg rozwigzywane przy uzyciu bardzo
wyrafinowanych narzedzi matematycznych (np. z uzyciem wtasnosci
funkcji zmiennej zespolonej, szeregdw Fouriera, funkcji specjalnych) i
réznorodnych metod numerycznych (poczynajgc od prostych iteracji,
poprzez skomplikowane metody relaksacyjne itd.)



W obszarze Q) szukamy
funkcji V(x,y,2)
spetniajgcej

rownanie Laplace’a

S

Funkcjia V(x,y,z) zostata
zadana na powierzchni S

Twierdzenie:
Rozwigzanie rédwnania Laplace’a

w pewnym obszarze Q) jest
okreslone jednoznacznie, jesli
podana jest wartosc funkcji V na

powierzchni S bedacej brzegiem
obszaru Q).



Zaczniemy od przyktadu (podstawowego) dla metody obrazow

tadunek w poblizu nieskoriczonego ptaskiego przewodzgcego obszaru o
potencjale V=0.

+Q- V=2

V=0

Aby znalez¢ natezenie pola elektrycznego ponad ptaszczyzng, zauwazamy, ze
warunek zerowania sie potencjatu na ptaskiej powierzchni uziemionego
przewodnika mozna uzyskac przez wprowadzenie tadunku —Q, poftozonego
symetrycznie wzgledem powierzchni przewodnika, czyli jakby obrazu
zwierciadlanego dla tadunku +Q.



Teraz sytuacja wyglada duzo prosciej, bo mozna liczy¢ natezenie pola
elektrycznego dodajgc natezenia pochodzgce od dwdch tadunkow.

Oczywiscie mozna tez sumowac potencjaty pochodzgce od dwdch
tadunkow.

+0Q .

Q-

0



Przyktad analityczny podamy dla obszaru Q w postaci prostokata.
Warunki brzegowe sg nastepujace: na bokach rownolegtych do osiy
potencjat wynosi zero. Na dolnym boku (y=0) opisany jest funkcja ¢ ,(x),
a na gornym (y=b) funkcjg ¢,(x) .

V =y,(X)

1\




Szereg

Fouriera ! W praktyce

sumadon,,

/

V (X, V)= Z[An smh(nﬂ(b y)j+B smh(nﬂyj]

d d

}wl(x)sm(mxjdx
Nz jo a




Wartosci liczbowe

a=2
b=1

~—~~
>
_
©
~
>

v, (X)

15



Sprawdzenie zbieznosci :
Wartos¢ bezwzgledna roznicy wynikéw dla n,, . =16in,,,=17

Polecam notebooki:
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/laplace _prostokat_wersja_ostateczna.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/laplace_prostokat_metoda_Jacobiego.nb



Najprostszy schemat numeryczny

Zaczynamy od aproksymacji pochodnych funkcji jednej zmiennej na siatce
o statym kroku

X: =1AX
f'(X)z f(xi_l_AX)_f(Xi)E f(xi+1)_f(xi)
AX AX
f'(X)z 1:(Xi)_f(xi_AX)E f(xi)_f(xi—l)
AX AX
f(xi ; AZXj _ f(xi _ AZXj sy
(0 ~
(%) AX {Nl;js'fia dkla
drugiej

pochodnej



Teraz przechodzimy do funkcji dwoch zmiennych i operatora Laplace’a
(w dwdch wymiarach, na ptaszczyznie)

V =V(X,Y)




V(1 ) =2V 06y +V 6 y))

AV (Xi’ yj) ~ (AX)Z
+V(Xi’ yj+1)_2V(Xi’ yj)+V(Xi’ yj—l)
(Ay)
Ay = AX, AV =0
1

_>V(Xi’ yj): Z(V(Xi—l’ yj)+V(xi+1, yj)
+V (Xi’ yj—1)+V (Xi | yj+1) )

Wartos¢ V w danym punkcie jest Srednig arytmetyczng wartosci w
sgsiednich punktach siatki !
W ten sposob dostajemy prosty schemat iteracyjny.



Schemat iteracyjny w metodzie Jacobiego:

1

Vnowy (Xi’ Y ) N Z (Vstary (Xi—l’ Yi )+Vstary (Xi+1’ yj)

+ Vstary (Xi J yj—l ) T Vstary (Xi J yj+1 ))

lterujemy, dopoki funkcja V przestaje sie zmienia¢ w sposob
znaczgcy w zadanych punktach siatki. Uwaga: w kolejnych
iteracjach wartosci V w punktach na brzegu obszaru Q, sg zawsze
zgodne z warunkami brzegowymi. Zmianie ulegajg tylko wartosci
wewnatrz obszaru Q, gdzie szukamy V.



Przyktad:
WYyspy niezerowego potencjatu w ptaskim obszarze prostokgtnym.
Na brzegach prostokgta potencjat wynosi zero.

|I'|-I
B
%

e

y=2 | b
Y | V=0

| i

O X X3 A X

Zlﬁ.BZS.I]Z—'l-..!_“='~1.R]23..rg=12.5;g=4.ﬂj=1

Vi=1001 Vy = 50



wynik numeryczny
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