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Z poprzedniego wyktadu

Pole magnetyczne opisywane jest przy pomocy wektora indukcji magnetycznej B
o tej wtasnosci, ze na tadunek elektryczny poruszajgcy sie z predkoscig v dziafa
w punkcie P(x,y,z) sita dana wzorem

|E(X, Y, Z) — q(\7 pLe |§(x, Y, Z)) sita Lorentza

Jednostka indukcji magnetycznej w uktadzie Sl jest tesla (T)

N s Vs
Bl=—=T =
Bl==, =



Prawo Ampere’a w postaci catkowej

Prawo Ampere’a w postaci rozniczkowej

Catkowity strumien indukgc;ji
magnetycznej po dowolnej powierzchni
zamknietej wynosi zero !

Dywergencja indukcji magnetycznej
wynosi zero ! Pole magnetyczne jest
bezzrodtowe !

_:qu Potencjat
wektorowy



(klasyczny) dipol magnetyczny to niekoniecznie ptaski obwdd z prgdem

Magnetyczny moment dipolowy

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/prawo_Biota_Savarta_ramki.nb



Momenty magnetyczne atomow i jgder atomowych

Rozwazmy najpierw klasyczny model atomu wodoru: wokot dodatnio
natadowanego protonu krazy po orbicie kotowej elektron o masie m..

Mozemy przyjac, ze przez
orbite ptynie prad o natezeniu

tadunek/okres:
| — ev
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Vv a (orbitalny) moment

magnetyczny elektronu wynosi:
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Uwaga: Vjest szybkoscig

| (dtugoscig wektora predkosci)
elektronu na orbicie wokot
protonu




Krazacy po orbicie elektron posiada moment pedu réwny:

—_

L=FxmyV

Mozemy wiec magnetyczny orbitalny moment dipolowy napisac jako:

m

—if,e>0
2m
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W mechanice kwantowej rzut wektora L na dowolny kierunek
(np. 0$ z) przybiera wartosci nieciggte, czyli skwantowane !

stata (E)z Zth,ml =O,i1,i2,...
Plancka\ n

h=—~1.05x10"*Js
27T

(h kreslone) elementarny kwant orbitalnego momentu pedu



W takim razie magnetyczny orbitalny moment dipolowy tez jest
skwantowany i przyjmuje wartosci

2m_ 2m_
——
Hp
My = Ze—h ~ 027 x 10_24 Am2 magneton Bohra
m

e

Bardzo niezwykte jest to, ze punktowy elektron ma takze wtasny
(tzw. spinowy) moment pedu, ktérego rzut na dowolny kierunek
(np. 0$ z) przybiera tylko dwie wartosci:

S

; 1
(L), =mAa,m =+



Magnetyczny spinowy moment dipolowy tez jest skwantowany i przyjmuje
wartosci

dodatkowy czynnik = 2
(historia fizyka: Pauli, Dirac, QED)

Tak samo jest dla innych leptonéw, mionu i taonu !

Jakie sg spinowe momenty magnetyczne sktadnikow jagder atomowych ?
Rzut spinowego momentu pedu protonu i neutronu na dowolny kierunek
(np. 0$ z) przybiera, tak jak dla elektronu, tylko dwie wartosci: £2 !

Odpowiednikiem magnetonu Bohra jest magneton jgdrowy:

U, = eh 5.05x10™ Am*
2m

P masa protonu



Magnetyczny moment dipolowy protonu

mprot = 279 /uN

Magnetyczny moment dipolowy neutronu

mneut — _191/’IN

Te wartosci wskazujg na to, ze proton i neutron zbudowane s3 z bardziej
elementarnych sktadnikow — kwarkéw !

Z kolei momenty magnetyczne jader wynikajg z wtasnych momentéw
magnetycznych protondw i neutronow oraz ruchu wzglednego nukleonow !



Pole magnetyczne w materii

Zjawiska magnetyczne sg spowodowane ruchem tadunkow; w skali
atomowej ptyng mikroskopowe ,,prady”, ktorym odpowiadajg dipole
magnetyczne. Zwykle znoszg sie wzajemnie z powodu przypadkowego
utozenia atomow.

W zewnetrznym polu magnetycznym te dipole magnetyczne ustawiajg
wzdtuz linii pola - substancja staje sie spolaryzowana magnetycznie
(namagnesowana !)

Maty (ale makroskopowy) fragment materii moze posiadad
magnetyczny moment dipolowy. Magnetyzacjg, inaczej polaryzacja
magnetyczng, (wektor oznaczany literg M) nazywamy magnetyczny
moment dipolowy na jednostke objetosci.



Trzy rodzaje materiatow:

paramagnetyki: namagnesowanie w tym samym kierunku i tym samym
zwrocie, co pole B. Zwykle s3 to substancje zbudowane z atomow lub
czgsteczek o nieparzystej liczbie elektrondw (Na, Li, K). Decydujace
znaczenie spinowego momentu dipolowego niesparowanego
elektronu. Wciggane do pola magnetycznego.

diamagnetyki: namagnesowanie w tym samym kierunku, ale o
przeciwnym zwrocie do pola B. Typowe diamagnetyki zbudowane s3 z
atomow lub czgsteczek, ktére maja parzysta liczbe elektronéw (ztoto,
srebro, rte¢, miedz, cynk, wiele zwigzkdw organicznych oraz wszystkie
gazy obojetne). Niezwykle ,mocnymi” diamagnetykami sg bizmut i
antymon. Decydujace znaczenie ma zmiana momentow dipolowych
zwigzanych z orbitalnym momentem pedu. Wypychane z pola
magnetycznego.

ferromagnetyki: namagnesowanie nie znika, gdy zewnetrzne pole B
zostaje wytgczone (zelazo, kobalt, nikiel, gadolin). Wtasnosci wynikajg z
oddziatywania miedzy sgsiednimi atomami lub jonami w sieci
krystalicznej. Typowe jest wystepowanie domen (obszarow
zawierajgcych miliardy zgodnie ustawionych dipoli), ktore pod
wptywem pola zewnetrznego mogg obejmowac catg objetosc probki.



Petla histerezy

M

Magnesowanie

3 2

! / 4/ 1 8|ﬂ>
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materiat, ktory

chcemy 5 6

namagnesowac

Ferromagnetyzm duzo silniejszy niz dia- lub paramagnetyzm - czynnik 10 4-10 °

W temperaturze wyzszej niz tzw. temperatura Curie ferromagnetyk staje sie
paramagnetykiem ! Dla zelaza to okoto 770° C



Przypomnienie: dla dielektrykdw, rozwazajgc spolaryzowane ciato
(z rozktadem gestosci dipoli elektrycznych), doszliSmy do pojecia
objetosciowej i powierzchniowej gestosci tadunkow zwigzanych.

Teraz, analogiczny rachunek pokazujgcy indukcje magnetyczng
wytworzong przez namagnesowane ciato, prowadzi do gestosci
objetosciowej i powierzchniowej prgdéw zwigzanych .

formalny dowéd na
stronach 8-11

.

E <— natezenie pola magnetycznego



Dla para- i diamagnetykow wektor magnetyzacji M jest
proporcjonalny do wektora B (dla niezbyt silnych pdl).

Piszemy zwyczajowo: M =X |:|
\ 7 7
podatnos¢ magnetyczna
= 1 - - 1 - -
H=—B-M==B-y H
Hy Hy

przenikalnos¢ magnetyczna



Materiat Podatnos¢
magnetyczna
dla t=20°C

Paramagnetyki

Uran 40-10>

Platyna 26-10°
Aluminium 2.2:10°
Sod 0.72:10°
Tlen (gaz) 0.19-:10°

Diamagnetyki

Bizmut -16.6:10>
Rted -2.9-10°
Srebro -2.6:107
Wegiel (diament) -2.1:10”
Otow -1.8-107
Chlorek sodu -1.4-107
Miedz -1.0-10°
Woda -9.0-106




Na nastepnych slajdach pokazuje przeliczenia prowadzgce od pola
magnetycznego namagnesowanego ciata do pragdow zwigzanych. Wygodniej jest
policzy¢ potencjat wektorowy od takiego ciata, a nie samg indukcje magnetyczng !

Potencjat wektorowy pojedynczego dipola dany jest wzorem
AT My M X (F - f")

A(T) = —

dr |F—T

Kazdy element objetosci namagnesowanego ciata daje swoj wkiad 29 .
potencjatu wektorowego, bo jest w nim moment dipolowy M (r )d I

A(r) = 4o MO0 4
T o \r —r




Skorzystamy z wzoru (F _ Fls) = ﬁr' — 1 .
F-r r-r

gradient wzgledem
wielkosci primowanych

| zapiszemy:




Nastepnie uzywamy tréjwymiarowego wzoru na catkowanie przez czesci
i pochodng iloczynu 1

AF)=22 [ =

Az o|F—T

V. xM(@)]dr

_f@j 7 x M) | |4
4719_ ‘?—T" )

Drugg z catek przeksztatcamy w catke powierzchniowg po powierzchni
obejmujgcej obszar Q:

S T ST Y T
( )—47“]2‘?_?,‘[% N (F) | d T
v g L [N(F)xdS]



Obie catki wygladaja tak, jakby pochodzity od prgddéw - pierwsza catka od pradu
objetosciowego, a druga od pradu powierzchniowego. To sg wtasnie prady
Zwigzane !

472'5[‘['— V. x M) dr

_ My sz( )d Hy § K (F)dS',

472-9 ‘r o r ‘ 472- brzeg Q ‘F r‘

Udowodnilismy

wzor wykorzystany
i (f') =V M ) / na stronie 5
ZW
)

gdzie

jednostkowy wektor

IZZW(F') = M (F X dS <——— prostopadty do

powierzchni



Efekt Halla

Cienka (mate b) ptytka przewodzaca w polu magnetycznym

FFAFFFFFFFAF

B

Elektrony przewodnictwa, ktore poruszajg sie ze srednig predkoscia dryfu v,
sg odchylane w kierunku z.



Tworzy sie roznica potencjatéw pomiedzy ,,gérng” i ,dolng” krawedzig
przewodnika. Pojawia sie wiec sita elektryczna wynikajgca z tej réznicy
potencjatow. Jest ona skierowana przeciwnie do sity Lorentza. Zréwnanie sie
tych dwadch sit oznacza stan rownowagi.

eV B=F =F =—e—%

d

Z teorii przewodnictwa elektronowego wiadomo, ze

ood |

® ne neab

Otrzymujemy wiec wzor na réznice potencjatow generowang w efekcie Halla

U — I B W tym wzorze mamy zaleznos¢ od
H koncentracji nosnikéw pradu !
neb




Indukcja elektromagnetyczna

Wyobrazmy sobie trzy doswiadczenia

(1) Wysuwamy zamknietg petle
| ) —> wykonang z drutu w prawo, poza
v obszar pola

GO

a petla pozostaje nieruchoma

-1
CO|

:l (2) Przesuwamy magnes w lewo,

nieruchome, ale zmieniamy pole

B Sl& magnetyczne
zmienia

;D (3) Petla i magnes pozostajg




We wszystkich trzech przypadkach w obwodzie ptynie prad !
Wszystkie trzy przypadki mozna zawrze¢ w ,,uniwersalnej regule strumienia”

Jesli (z dowolnego powodu) zmienia sie strumier magnetyczny przenikajacy
przez obwod, w obwodzie indukuje sie sita elektromotoryczna.

oD
ot

Dla przypadku (3) otrzymujemy prawo Faradaya (w postaci catkowej)

M

E=—




Korzystajgc z twierdzenia Stokesa, catke po konturze zamknietym zamieniamy
na catke po powierzchni S rozpietej na konturze I z rotacji pola E.

To juz na pewno nie jest elektrostatyka, gdzie bylo VxE =0.



W ktérym kierunku ptynie indukowany prad ?

Indukowany prad ptynie w takim kierunku, ze dodatkowy strumien
powstaty w wyniku jego przeptywu sprzeciwia sie zmianie pierwotnego
strumienia. Jest to tresé tzw. reguty Lenza (,,Natura nie znosi zmiany
strumienia”) i sens znaku ,,minus” we wzorze

0D,
ot

E =

Jakie sg bezposrednie konsekwencje reguty strumienia ?

Indukcyjnos¢ wzajemna i samoindukcja !



IndukcyjnosC wtasna

Zmiana natezenia pradu indukuje site
elektromotoryczng w tej samej petli, w
ktorej ptynie prad ! Strumien jest
proporcjonalny do ptyngcego pradu, wiec

O=LI
82—52:—Ld—|.
ot dt

L jest wielkoscig czysto geometryczng, zalezng od rozmiarow i ksztattu obwodu.
Jednostka indukcyjnosci wzajemnej i indukcyjnosci wtasnej jest henr (H):

Vs
[M]=[L]=H ===

Indukcyjnos¢ wtasna jest miarg bezwtadnosci i odpowiednikiem masy: im
wieksza indukcyjnos¢ wiasna, tym trudniej zmieni¢ natezenie w obwodzie.



Indukcyjnos¢ wzajemna

é 'T 1 |§ Mamy dwie nieruchome przewodzgace
petle.

Prad o natezeniu /, ptynacy w petli 1
wytwarza strumien pola magnetycznego
przez petle 2, ktory jest proporcjonalny
do /;:

petla 1 (1)2 — |\/|21|1

Mozna pokazaé, ze M,, =M, = M,

gdzie M jest wielkoscig czysto geometryczng, zalezng od rozmiardw, ksztattow i
wzajemnego potozenia obu petli. Jesli zmieniamy natezenie pradu /; to
strumien magnetyczny przez drugg petle takze sie zmienia i indukuje w drugiej
petli site elektromotoryczng

ow, _dl
ot dt

&, =



Wazny przyktad :
Indukcyjnos¢ wiasna (nieskonczenie diugiego) solenoidu w ksztatcie

walca o promieniu R, na ktéry ciasno nawinieto przewodnik z prgdem.

d

‘1 \\ n\\nn} \\ f Znamy indukcje magnetyczng B
B _ n jest liczbg zwojow na
B /Jom jednostke dtugosci

L)

Policzymy indukcyjnos¢ fragmentu cewki o dtugosci a.
Poniewaz w tym fragmencie mamy Nnag zwojow, wiec strumien
dany jest wzorem

®=pnlnazrR®* - L=pyn’arzR’



Indukcja elektromagnetyczna ma kolosalne znaczenie praktyczne

Praktycznie wszystkie urzadzenia przetwarzajgce energie mechaniczng na
energie elektryczng (od dynama rowerowego do poteznych generatorow w
elektrowniach), silniki na pragd zmienny, transformatory, wszystkie urzadzenia
zasilane prgdem zmiennym i kazde urzgdzenie wykorzystujgce prad zmienny
(radio, telewizor, telefon, komputer, ...) ma cos wspdlnego z prawem indukcji
Faradaya !



Obwdd z indukcyjnoscia

Bateria o statej sile elektromotorycznej €, zostaje wtgczona do obwodu
z oporem R i indukcyjnoscig L. Jak zmienia sie natezenie pradu
ptynacego w tym obwodzie ?

—
L R
+

TN
2

Catkowita sita elektromotoryczna jest suma sity elektromotorycznej
baterii i indukowanej sity elektromotoryczne;j:

dl )
—L—=RI Rt
& dt > —> I(t):%(l—e Lj
WP:1(t=0)=0




&, Aby w obwodzie poptynat prad, nalezy

R wykonac prace przeciwko przeciwstawnej
sile elektromotorycznej. W obwodzie
zostanie zmagazynowana energia !

Jest to w istocie energia pola

magnetycznego.
O t Czyli mamy kolejny odpowiednik zjawiska
z elektrostatyki. Tam mielismy fadowanie
tadunek przeptywajacy przez kondensatora od zera do tadunku Q, a
przewodnik w jednostce czasu teraz tworzymy prad od zera do /!
jest rowny /, wiec catkowita
praca wykonana w jednostce
Czasu wynosi dw d
—=-¢l =LI-—
dt dt

dW =LIdl —>W:%LI2:Em

ag



W przypadku cewki o skonczonej dtugosci pole magnetyczne istnieje
tylko w ograniczonym obszarze i przy zaniedbaniu efektéw brzegowych
jest takie same w catej cewce. (Znowu mamy odpowiednik z
kondensatorem ptaskim o skoficzonych rozmiarach).

Mozemy wiec znalez¢ wzdr na energie pola magnetycznego wyrazony
przez gestosc¢ energii (ilos¢ energii w jednostce objetosci)

To byto w prozni. Jesli wnetrze cewki bytoby wypetnione materig o
przenikalnosci magnetycznej 1, wtedy

- 1
e -L1iBHadv |[E, ==
24 2/



Obwody zawierajgce opor, pojemnosc i indukcyjnosé

Mamy teraz juz wystarczajgcg wiedze, by opisa¢ zachowanie obwodéw, w
ktorych wystepuja nie tylko oporniki, ale takze kondensatory i cewki z
indukcyjnoscig. Zewnetrzna sita elektromotoryczna nie musi by¢ statfa !
Prawa Kirchhoffa stajg sie rownaniami rozniczkowymi.

Przyktad: szeregowy obwdd RLC

V, +V.+V, =¢(t)

| |
I
O

- ﬁﬂ+m+%_dn |m=%%

L dt
e od

d’Q  RdQ 1
d | L dt L<3_ dD

rownanie rozniczkowe Il rzedu na Q(t)




Rownanie dla szeregowego obwodu RLC bardzo przypomina réwnanie oscylatora
harmonicznego z zewnetrzng sitg wymuszajacg dla ttumienia proporcjonalnego
do predkosci !

2
Obwéd RLC LdQ+RdQ+C1:Q:5(t)

dt’ dt
Oscylator d 2X dx
harmoniczny m F + 7/E +kXx=F (t)
Analogie: m<«L X(t) <_)Q(t)
y < R V = % S| = d_Q
. dt dt
Koo F(t) < (1)

Polecam notebooki:
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/obwod_RLC_wersja_ostateczna_weak.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/obwod_RLC_wersja_ostateczna_strong.nb



Rownania elektromagnetyzmu w prozni przed Maxwellem

v.E=F
&0
V-B=0
N Uwaga:
- o OB To sg rownania zapisane
VxE=—— w uktadzie SI !
ot
- B -
VX—=]

Hy



W jednym z tych rownan czegos brakuje !

Do réwnania
- B
Vx—

Hy L.
doszlismy, startujgc z postaci catkowe;j § B-dl =l |

K
i zmieniajgc catke krzywoliniowg po konturze K

na catke po powierzchni S, ktéra rozpieta jest

=]

na krzywej K. kontur catkowania K
=
A
Rozpatrzmy tadowanie kondensatora —_— N/ \ \ 8 )
Ktérg powierzchnie wybrac ? DN . xE /I \_Q; i

Przez powierzchnie S, prad ptynie, a przez
powierzchnie S, prad nie ptynie i mamy

oktadki kondensatora
sprzecznos¢ w wyrazeniu z catkg !

Obrazek ze strony:
http://indukcja.cba.pl/pradprzesu.php



James Clerk Maxwell (1831-1879)

Jego najwiekszym osiggnieciem byto podanie
ostatecznej postaci rownan rzgdzacych
zjawiskami elektromagnetycznymi. Rownania
te do dzi$ nazywamy réwnaniami Maxwella

JTylko tyle” dodat sam Maxwell.
To tzw. gestosc pradu przesuniecia

Rotacja indukcji magnetycznej
dana jest przez wektor gestosci
pradu oraz zmiane w czasie
pola elektrycznego !

obrazek z Wikipedii



Komplet rownan Maxwella w prozni

v.E=F

80
V-B=0

N Uwaga:
. R To sg rownania w ukfadzie S| !
VxE :_8_8
ot

Fxo = J+e &



Uwagi:

(1) To s rdwnania w postaci rozniczkowej. Kazdemu réwnaniu odpowiada
rownanie w postaci catkowej. Na przyktad:

GE-L o JEd5-Qm s
S

Gaussa
&, &g

0

(2) Rdwnania dotyczg dowolnego przypadku, nie ograniczajg sie do
elektrostatyki lub magnetostatyki ! Wektory E i B zalezg nie tylko od
punktu przestrzeni, ale takze od czasu. W szczegdlnosci prawo Gaussa jest
stuszne dla tadunkdéw poruszajacych sie z dowolng predkoscia !

(3) Rdwnania Maxwella zawierajg w sobie rownanie ciggtosci wigzace
wektor gestosci pradu oraz gestos¢ fadunku elektrycznego

(4) Z rdownan Maxwella wynika istnienie fal elektromagnetycznych

(5) Rdwnania Maxwella sg zgodne z STW



Réwnania Maxwella w materii

Rownania Maxwella

Rownania Maxwella muszg byc
uzupetnione o rownania
materiatowe:

Dla osrodka liniowego wielkosci
LLi € sg state i nie zalezg od
punktu w przestrzeni.

Dla prézni nalezy zastgpic:

E—>&,

> L,



Fale elektromagnetyczne
Punkt wyjscia: rOwnania Maxwella (uktad SI!)

Najpierw dla prozni

gp — przenikalnos¢ dielektryczna prozni
I, — przenikalnos¢ magnetyczna prozni
p — gestos¢e objetosciowa tadunku

j - gestos¢ objetosciowa pradu



19 C°
N m

£, =8.85419 x 10

2

S Im
ﬂ0:47l' ><10 7T

T (tesla) = N

ok

jednostka indukcji magnetycznej



ole E =E(F,t)= E(x, Y, z,1)
elektryczne (Ex(x, V,2,t),E, (X Y,2,t),E,(X,V, z,t))

well

= B(F,t) = B(X, V, z,1)
(Bx(x, y,Z,t),B,(X,y,2,1),B,(Xy, z,t))

Indukcja
magnetyczna

Wektory pola elektrycznego 1 indukcji magnetycznej
zalezg od czasu 1 punktu przestrzeni !



Zakladamy, ze w przestrzeni nie ma ani tadunkow, ani pradow

—F

B =10
% B = poe,2E

E=
E =

<1 <)y

V.
V x

Liczymy rotacj¢ obu stron ostatnich dwoch rownan;

rotacja zawiera pochodne po wspotrzednych przestrzennych,
wigc mozemy zmieni€ kolejnos¢ rozniczkowania po t oraz
PO X,y 12

D 5 . -
V x [V xE) = —E{‘?}:E]
L L. 5 -

Vx(VxB) = —(V x B)

ﬂt



Przypomnienie: rotacja dowolnego wektora to wektor

rtA=VxA=

y 2z
o O
oy 0z
A A

><j>>Q<)‘Q) ><>

_(OA, OAy OA  OA, OA, OA
oy oz oz ox ox oy



Przypomnienie: dywergencja dowolnego wektora to skalar

. 0
V-AzaAx + % +6AZ
oXx oy 0z

div A

Pochodna po czasie dowolnego wektora to wektor

oA (oA oA oA
a‘t_ ’

ot ot ' ot



Dla dowolnego wektora mamy (rotacja z rotacji)

Dlatego
?EE = }-ﬂafaz‘?
V2E — iﬁ
= Hota B2
o° 0 0’
Vi=V.V=A=—+—+—



Kazda sktadowa pola elektrycznego 1 indukcji magnetyczne;
spetnia w prozni bez tadunkow 1 pragdow rownanie falowe !

W dodatku doktadnie, bez zadnych przyblizen !
Predkos¢ rozchodzenia si¢ fali (fazowa)

1
V. =
; vV €o Ho

m
Powszechne oznaczenieto V), =C = 3x10° —
S

C to jedna z podstawowych statych przyrody !



Nikogo nie trzeba przekonywac o praktycznych zastosowaniach

fal elektromagnetycznych:
* Radio

e TV

 Radar

* Laser

* Kuchenka mikrofalowa

* Telefonia komdrkowa

* Internet bezprzewodowy

* GPS



Na nastepnym wyktadzie omoéwimy prace niejakiego Alberta Einsteina.:

Zur Elektrodynamik bewegter Kbrper

(O elektrodynamice ciat w ruchu)
Annalen der Physik 17, 891-921 (1905).

Z kolei na kolejnych wyktadach zajmiemy sie kwantowg
elektrodynamikg (QED).



To NIESTETY/NA SZCZESCIE (niepotrzebne skreglic) ZART
ale warto mieC swiadomosc, ze rownania Maxwella
,przezyty” rewolucje zwang Szczegolng Teorig Wzglednosci
i sg punktem wyjscia dla najdoktadniejszej teorii fizycznej,
jakg jest QED.
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