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Co to jest wtasciwie fala ?

Fala to zaburzenie lub zmiana, ktéra przemieszcza sie w osrodku.
Osrodek, w ktorym fala sie przemieszcza moze doznawac
lokalnych zmian np. oscylacji, ale czgstki osrodka nie wedruja
razem z fala.

Zaburzenia mogg przyjmowac bardzo rozne formy, od impulsu o
skonczonej szerokosci do nieskonczenie dtugiej fali sinusoidalnej.

Potrzebna jest matematyka, aby precyzyjnie opisywac fale !
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Rodzaje fal:

- mechaniczne (rozchodzgce sie na naprezonym sznurze, na membranie,
na wodzie, dzwiekowe, sejsmiczne,...)
wymagajg osrodka, w ktdrym sie poruszaja

-elektromagnetyczne (Swietlne, radiowe, radarowe,...)
rozchodzg sie nie tylko osrodku materialnym, ale
takze w prozni

-fale materii (zwigzane z kazdg czgstkg materialng)
mechanika falowa = mechanika kwantowa



Przyktad 1

,Meksykanska fala”: Grupa ludzi podskakuje i siada z
powrotem, ludzie siedzacy blisko widzg to i tez podskakujg, a
siedzacy dalej nasladujg to zachowanie. Zaburzenie

(podskakujacy ludzie) wedruje wokdt stadionu, ale zadna z oséb
nie zmienia swego miejsca na stadionie !
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@200z, Can Russel

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html




Przyktad 2

Podtuzne fale dzwiekowe w powietrzu zachowujg sie podobnie.
Kiedy przechodzi fala, czgstki powietrza oscylujg wokot potozen
rownowagi, ale to zaburzenie wedruje (w postaci zageszczonych
rejonow), a nie indywidualne czastki osrodka.

®2002, Dan Pussell

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Przyktad 3

W przypadku fali poprzecznej przemieszczenie czgstek osrodka jest
prostopadte do kierunku rozchodzenia sie fali. Animacja pokazuje fale
biegngcg w prawo, a czastki osrodka poruszajg sie jedynie w gore i w
dét wokot potozen rownowagi.

Animation created by Mats Bengtsson



Przyktad 4

Poprzeczne fale na sznurze: sznur jest odksztatcany w gére i w
dét, kiedy fala przemieszcza sie w prawo, ale sznur jako catos¢
nie wykazuje zadnego wypadkowego ruchu. To jest pojedynczy
impuls.

®2002, Dan Pussell

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Przyktad 5

Fale na wodzie sg przyktadem fal, w ktorych czastki osrodka
wykonujg kombinacje ruchow podtuznego i poprzecznego. Kiedy
fala wedruje przez wode, czgsteczki osrodka przemieszczajg sie
po okregach, zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Promien tych
okregdw maleje wraz z gtebokoscig. Fala przemieszcza sie w
prawo.
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2rl333, Danisel A. Russall

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Jak przejs¢ od drgan do fal ?

Potrzebujemy modelu sprzezenia miedzy czgsteczkami osrodka
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[lustracja z ksigzki F.C. Crawforda Waves

8 Przyktad 3:
wahadto
wielokrotne
(albo wiszacy
tancuch)

Przyktad 2:
wahadta
sprzezone
przy pomocy
sprezyn



Przyktad 4:
dwa
identyczne
obwody
drgajgce LC
sprzezone
przy pomocy
pojemnosci



Przyktad 5: drgania poprzeczne niewazkiej struny obcigzonej
punktowymi masami
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[lustracja z ksigzki H.J. Paina The Physics of Vibrations and Waves



Jakie sity dziatajg na mase r ?

Y= ¥4 m Y= ¥rsq

[lustracja z ksigzki H.J. Paina The Physics of Vibrations and Waves

Masa r jest ciggnigta w dot w kierunku potozenia
réwnowagi przez sitg Tsin(6;) (naprezenie z lewej strony)
i przez site Tsin(6,) (naprezenie z prawej strony).
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Zapiszmy wyrazenie w nawiasie przy pomocy szeregu Taylora

f(x+ox)=f(X)+ f'(x)5x+% f(X)(5X)° +...

dr=  m
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Masy m byty punktowe.

Teraz ,rozsmarowujemy” m na odcinku éx,
wprowadzajgc gestosc¢ liniowg p=m/éx
(masa struny na jednostke dtugosci)

ad-y Toy T/p ma wymiar kwadratu predkosci
o > ie: T/p =c?=v?
A2 0 A2 oznaczenie: T/p =c%zv

Dostalismy rownanie falowe na funkcje dwdch zmiennych y(t,x)
Prosta interpretacja rozwigzania rownania falowego:

y(t,x) jest wychyleniem pionowym sznura w chwili t w punkcie o
wspotrzednej x |



Rownanie falowe dla jednowymiarowej (cienkiej) struny

~o°u(t, x) L o’u(t,x)

0
OX? ¢t ot

Rownanie rézniczkowe

(1) czastkowe (bo na funkcje wiecej niz jednej zmiennej)

(2) Il rzedu

(3) liniowe (sumujgc proste rozwigzania budujemy inne rozwigzania)
(4) jednorodne

(5) posiada bardzo wiele réznego typu rozwigzan



Aby dostac jednoznaczne rozwigzanie, nalezy podac
(1) warunki poczatkowe
(@) u(x,t=0) - ksztatt struny w chwili t=0
(b) Au(x,t=0)/0t - rozktad predkosci punktéw struny w chwili t=0
(2) warunki brzegowe — co dzieje sie na koncach struny dla t > 0 (na przyktad
czy struna jest swobodna lub sztywno umocowana)

Ze wzgledu na (2) bedziemy po kolei rozwaza¢ rozwigzania
* dla struny nieskonczonej (cata prosta)

 dla strony ograniczonej z jednej strony (p6tprosta)

* dla struny o skoriczonej dfugosci (odcinek)



Struna nieskonczona

o°u(t,x) 1 d°u(t,x)

v PR XeR, t>0,
u(x,t=0)=¢(x), XeR,
8U(X(;[[=O) =y (X),XeR

Wzor d’Alemberta
o1 | 7
u(xr,t) = 5 (elr +vt) + plr —vt)) + o [ a)da

—_— =

T—ut



Dlaczego to jest wtasciwe rozwigzanie ?
(twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem catki)

Jezeli funkcja f(z,y) jest okreslona i ciagta w prostokacie [a, b X [e, d|, a krzywe

r=oaly), =0y (csy=d)

sq ciggte i nie wychodza poza ten prostokat oraz, Ze ma w nim ciagta pnchndan;,(m, y) i Ze istniejg pochodne r:n:!liy]l i ,G"r(y], to
catka

2y
o= [ fay)ds

()
bedzie miata pochodng wzgledem parametru, wyraZzajaca sie wzorem

Bly)
f’[y)Zf Fylz.y) dz + ' (y) F(B(y).y) — o' (g)faly),y) (%)

http://www.matematyka.pl/



Sens sktadnikdw we wzorze d’Alemberta

u(x,t) :% (w(x+vt) + plxr —vt)) + }i ; a)da
W R U )
| | |

Impuls Impuls Poprawka
poruszajgcy poruszajgcy sie na poczatkowy
sie w lewo W prawo rozktad predkosci

punktow struny



Jesli wszystkie punkty struny sg w spoczynku dla t=0, to

1 , .
ulz,t) = 5 (el +vt) + plz —vt)) + (o )da

—

1
20

Rozwigzanie jest suma dwoch impulsow poruszajgcych sie
w przeciwnych kierunkach !



Jak stworzyc¢ pojedynczy impuls poruszajacy sie w prawo lub w lewo ?
Wzigc jeden kawatek !

Impuls biegnacy w prawa strone:

u(x,t) = o(x—vt)

oux,t)
P~ = @' (X—Vvt)(—V)
ou(x,t=0 |
()= 8E=0 v

ot

Rozktad predkosci dla t=0 jest juz jednoznacznie wyznaczony !



Impuls biegngcy w lewga strone:

u(x,t) = p(x+ vt)

ou(x,t) |
0D _ (s wt)()
()= M= i)

ot

Rozktad predkosci dla t=0 jest juz jednoznacznie wyznaczony !



Przyktady dla

v=1
o(x) = exp(—(x—5)°)

Impuls gaussowski



Impuls sie rozdwaja, bo w chwili t=0 punkty struny majg predkos¢ zero !
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Struna ograniczona z jednej (lewej) strony: x>0

(a) struna sztywno umocowana w x=0

Fu(z,t) Elgfﬁu[;r._ t)

it dx?
du(z,t =10 |
w(x,t =0) = p(x). U2 ) =(z), =0

ot
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Taki sam impuls, jak dla przypadku struny nieograniczonej z obu stron
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Impuls sie nie rozdwaja, bo w chwili t=0 punkty struny maja odpowiednio

dobrany rozktad predkosci !
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Animation courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



(b) struna swobodna w x=0

Fulx, t) o 0% u(z, t)
v = v 32 r=0 t=10
Ju(x,.t =10 .
w(z,t = 0) = p(z), - ”{Iéﬂ ) — (z), >0, t >0
ou(x =0,t
( )=Qt>0
OX
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u(z,t) =41, oot T et
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Taki sam pojedynczy impuls jak poprzednio, ale inne warunki dla odbicia
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animation courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Polecam notebooki ze strony wyktadu:

http://users.uj.edu.pl/~golak/F24-25/

jednowymiarowe_rdwnanie_falowe_wb1l.nb
jednowymiarowe_rdwnanie_falowe_wb2.nb

jednowymiarowe_rdwnanie_falowe_wpl.nb
jednowymiarowe_rdwnanie_falowe_wp2.nb
jednowymiarowe_rdwnanie_falowe_wp3.nb
jednowymiarowe_rdwnanie_falowe_wp4.nb

dwywymiarowe_roéwnanie_falowe_kwadrat.nb
dwuwymiarowe_rownanie_falowe kolo.nb
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Do tej pory bawilismy sie impulsami, ale przeciez postac¢ ¢(x)
jest dowolna. Teraz rozwazymy szczegolnie wazny rodzaj fal
- fale sinusoidalne

u(x,t) = Asin[k(x—vt) + ¢],
czyli

o(X) = Asin[kx + ¢]

Musi by¢ stata k, bo nie moze by¢ sin(1metra)



Rownowazne formy:
u(x,t) = Asin[k(x —vt) + ¢],
u(x,t) = Asin[% (X —Vvt) + 4],

u(x t) = Asin[Zn(%— ft) + o],

u(x.t) = Asin[zyz(f1 ;) il

u(x,t) = Asin[kx — at + @],




Jeszcze inne formy:

u(x,t) = Acos[k(x—vt)+ ],

u(x,t) = Acos[kx—at + ¢],

Wygodna w rachunkach posta¢ zespolona

u(x,t) = Aexpi[kx—at + @] =
u(x,t) = A(cos[kx— at + @] +isin[kx— at + ¢])



Sens roznych wielkosci 1 1ch powigzania

V to predko$¢ fazowa fali, A to amplituda fali

Jesli ustalimy X, to mamy okresowg funkcje t
Witedy @ jest czegstoscia kolowa powiazang
w zwykly sposob z okresem T i czestotliwoécia f

a)=2—7z:27z f :kv:z—ﬂv
T A

Jedli ustalimy t, to mamy okresowa funkcje x z okresem 4
(zwanym dhugoscia fali) powiazanym z liczba falowa K

272_2_77

k = =2 —
A Vvl



Aplet ma pomoc zrozumie¢ podwdjng zaleznos¢ u(x,t),
odxit

Time behavior at x=10.25 Snapshot of wave at t=27s

amplitude

L = T S
amplitude

L - T 3

=11 1] =] 10 15 20 25 20

10 20 20 40
position

time

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Dodawanie impulsow falowych

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Dodawanie dwoch fal sinusoidalnych o tej samej czestosci,
biegnacych w te sama strong, ale przesunietych w fazie

Y SINC RN — 031 + A Si(Fx — a1 + &)

2 ms(g sin(ﬁ:.:.: — mt+ %)

Yix, 1)

VANV
\//\\/\/\\

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html




Dodawanie dwoch fal sinusoidalnych o tej samej czestosci,
biegnacych w przeciwne strony, bez przesuniecia w fazie
- fala stojgca !

wix, 1) = p sin(kxy — 1) + wpsin(kx + 1)
= 24y sinkx cosmi

Zaleznos¢
/\/\/\/ czasowa |
przestrzenna w
—- formie osobnych
czynnikow !

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Dodawanie dwoch fal sinusoidalnych o r6znych czestosciach,
biegnacych w te samg strong¢, bez przesuniecia w fazie

Vix, &) = Voo sin{ X — wid) + P sin(Fox — wal)
fl -k - K1+ &
(71 -k2) (w1 mzjrlsinli 1+k2) Iimtl;:uzlllf

= 2V cns[

NWWWWWWWY

ﬂﬂﬂnhﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁﬁJ
AL

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Fala 1 wlasnosci osrodka

T Sprezystosc

p bezwladnos¢

sprezystos¢ < -> energia potencjalna struny
bezwladno$¢ < -> energia Kinetyczna struny

Co si¢ dzieje, gdy zmieniajg si¢ wlasnosci osrodka ?



Wprowadzamy nowg wielkos¢
/Z — impedancja charakterystyczna struny

Zakltadamy, ze generator drgan sinusoidalnych
przyczepiony jest do lewego konca struny 1
emituje fale biegnagcg w prawo

u(x,t)=Acos(kx-wt)



Poprzeczna sktadowa sity wywieranej przez
strun¢ na wyjsciowy element generatora

. ou
Foopr= T sin(@) = Ttg(0) =—T &

u(x=0,t)

[ustracja z ksigzki F.C. Crawforda Fale



u(x,t) = Acos(kx — awt)

ou .

— = —KAsIn(kx — ot)

OX

ou .

— = wAsIn(kx — wt)

ot

Dlatego F,,,, dana jest wzorem poprzeczna

sktadowa

T u _ 18_u =7 8_u predkosci
oX V ot ot struny
_ dla x=0

gdzie

7T ooy (bov:\/f)
v p



Generator emituje fale; struna przeciwstawia si¢ temu
z sitg proporcjonalng 1 przeciwnie skierowang do nadawanej jej

predko$ci. Wspotczynnik proporcjonalnosci Z to impedancja
charakterystyczna.

Rozumujgc jak dla oscylatora wymuszonego P(t)=F(t)v(t):

Moc wyjsciowa generatora w chwili t P(t) to ogdlnie

ou

P(t) — |:poprz E’

a dla fali biegnace;

_(ou)
p@_z(atj



fala przechodzgca
fala padajgca
T

fala odbita
T

L, = pV, L, = p,V,

x=0

granica dwoch osrodkow
(u nas dwa kawatki struny o roznych gestosciach)



Uwagi:
(1) wybieramy x=0, bo najprostsze rachunki;
generator trzeba odsunac bardziej w lewo
(2) czestosC sie nie zmienia

Upag (X,1) = A COS[(k X — )]
uprzech(xit) — Az COS[(kZX - C{)t)]
Uyao (X, 1) = A, COS[(K,X + )]



Potrzebne tzw. warunki ci1gglosci

(1) funkcja u(x,t) jest ciagta w Xx=0, bo struna nie moze by¢
roZerwana

(2) sktadowa poprzeczna sity T(0u/0x) musi by¢ ciggta w
X=0; inaczej roznica sit dziatajgca na nieskonczenie matg
mase¢ dawalaby nieskonczone przyspieszenie

Te warunki prowadza do wspotczynnika odbicia
Az 1 Ay)

1 wspoOtczynnika przejscia

(Ax 1Ay

dla amplitud



In[1]:=

Injz]= upad[x , £ ] i=RlwCos[{klwrx -wxi}];

In[z]:= wprzech[x , ¥ J:=R2+Cos[{k2rx-wx )] ;
Inf4]:= wodb[x , £ ] i=RA3wCos[{klwrx +wnxi}]:

Inf5:= 11 = upad[0, t] + wodbh [0, t]:

In[i]:== *1 = uprzech[O, t]:

nFl= 12 = T« {D[upad[x, t] +uodbh[x, t], x]) f. x = 0;
In[@]= r*2 = TwD[uprzech[x, ], x] Ff. x - 0;

npl= Solwve[{11 :-rl, 12 --x2}, {2, R3}]

2 A1kl _Alkl+AlkZ
OBl {{AZ - flarz’ 7T hl ++}:2 i

notebook: odbicie 1 przechodzenie fali_na_ strunie real.nb



Dostajemy wigc

A 2k 2Z,

A K +K, Z,+7Z,

A K+K, Z,+7Z,



Szczegolne przypadki juz znamy:

(1) Umocowany koniec sznura odpowiada Z, — o0
A, = 0 (nic nie przechodzi do drugiego osrodka)
A/A; = -1 (odbita fala zmienia fazg o )

(2) Swobodny koniec sznura odpowiada Z, = 0
A/JA=1
A A= 2
(zwigkszenie amplitudy fali
przy swobodnym koncu struny)



Transport energii w strunie

Traktujemy kazdg jednostke dlugosci struny jak oscylator,
ktory ma energig
= lya :Epa)zAz
2 2
Fala wedruje z predkoscia v, wigc szybkos¢ transportu
energii to

energia x Vv = %pa)ZAZV = % Zw* A

Cata energia docierajgca do granicy osrodkow jest albo w
odbitej, albo w przechodzace; fali



energia odbita LA (Z,-Z,

energia padajaca ZlA12 Z1 + 22

. 2
energla przechodzaca L,A; B 47,7,

energia padajgca / . A12 - (Zl 4 22)2

Jesli Z, = Z,, to nie ma odbitej energii i mowimy, ze
impedancje osrodkow sq dopasowane



Odbicie dla Z, — o

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Odbicie dla Z, =0

Fala
o

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



OdbiciedlaZ, <Z, (v, >V,)

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Odbiciedlaz, > 2, (v;<V,)

animations courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
http://paws.kettering.edu/~drussell/Demos.html



Dopasowanie impedancji
(warstwa przeciwodbiciowa)
Bardzo wazny problem w mechanice, akustyce 1 optyce !

Caty osrodek (u nas struna) moze by¢ podzielony na trzy czesci
(1) ~o<x<0 (Z;,k)
20 <x<L (Z.k)
B)L<x< +m  (Zy ky)

Jaka musi by¢ impedancja Z, 1 dlugos¢ warstwy nr 2 (L),
by nie byto odbicia 1 cala energia padajacej fali wchodzita
do osrodka (3) ? Odpowiedzi szukamy dla ustalonego o !

Pomyst: fale odbite w x=0 | W X=L powinny si¢ znies¢
w osrodku (1) dzigki interferenciji destruktywne;.



Odpowiedz w przyblizeniu stabego odbicia:

Z,=1Z,Z,

=i, -7
4°7° 2K,

z =) z =1L

[lustracja z ksigzki F.C. Crawforda Fale



Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla fal dzwiekowych
i elektromagnetycznych.

Na przyktad zachowanie sie fali elektromagnetycznej na granicy
dwoch osrodkéw wynika z warunkéw ciggtosci
wyprowadzanych z réwnan Maxwella.
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