Zagadnienie Keplera

To zagadnienie bedzie potraktowane bardzo skrétowo i planuje podanie w tym miejscu
jedynie podstawowych informacji. Zagadnienie Keplera jest dyskutowane w kazdym pod-
reczniku mechaniki. Polecam na przyklad rozdziat V pierwszego tomu Wistepu do fizyki
A. K. Wréblewskiego i J. K. Zakrzewskiego, PWN, Warszawa 1984 lub rozdzial 111 stynnej
ksigzki L. Landaua i E. Lifszica, Mechanika, PWN, Warszawa 1966.

Rozwazmy najpierw dwie punktowe masy my i my. Zgodnie z prawem powszechnego
cigzenia oddzialujg one na siebie sitami Fioi ﬁgl, przy czym zgodnie z I1I zasadg dynamiki
Newtona zachodzi ﬁgl = —ﬁlg.

d*7 o
—— =F 1
my a2 12 ( )

2 - .
Mmy—— = Fyy = —Fy, (2)

ktéry mozna w zasadzie bezposrednio rozwigza¢ (np. numerycznie) lub zredukowaé
najpierw do jednego rownania korzystajac z faktu, ze sily zalezg jedynie od wektora
¥ =711 — T wzajemnej odlegloéci miedzy masami m; i me.
Ta redukcja odbywa sig w sposéb nastepujacy. Jesli dodamy réwnania (1) i (2) stron-

ami to dostaniemy

d? . .

ﬁ (mlh + MQTQ) = 0, (3)
co mozna tez zapisa¢ jako

d2 m1771 + m2F2 —0

dt? ( ) -

mi + msy
Oznacza to, ze srodek masy obu punktéw materialnych
~ myTy + mar:
B= ( 171 2 2) (5)
mi + Mo

porusza si¢ ruchem jednostajnym (éo i % to state wektory)

R(t) = Ro + Vit (6)
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i najprosciej przyjaé, ze uktad dwéch mas jako calosé spoczywa (R(t) = 0).
Pozostaje wiec do rozwigzania jedno réwnanie na polozenie wzgledne 7. Dzielgce (1)
przez mq, a (2) przez msy i odejmujgc réwnanie (2) od réwnania (1) dostaniemy

e o 1 1\ =
i = = (4 ) Fa ")
czyli
I
m ﬁr = F12 . (8)
gdzie m = ;72 Po znalezieniu 7(t) i dla wezesniej zdefiniowanego R(t) polozenia obu
punnktéw materialnych dane sg w postaci
~ m
=R+ —7 (9)
my + Mo
- o my
ro=R— ——7. 10
2 mi + ma ( )

Mamy wiec jakby do czynienia z ruchem jednego punktu materialnego o masie m pod
wplywem sity

ﬁEﬁlg = —Gm1m2 f3 = —K fS (11)
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Dla takiego ruchu energia catkowita,

_ My K _ M/, 2 2 K
E:EU —;:§<vx+vy+vz)— CESRET (12)
oraz moment pedu liczony wzgledem punktu O
Lo=FXp=mFx7, (13)

pozostajg stale w czasie. Jest tez jasne, ze ruch odbywa sie w ustalonej plaszczyznie. Bez
straty ogélnosci mozemy przyjaé. ze jest to plaszczyzna xy, wiec z(t) =01 v,(t) =0. W
takim przypadku tylko skladowa L, wektora L

L, = mzv, — myv, (14)
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jest rézna od zera. Jej warto$¢ bezwzgledng oznaczamy L. Wielkosci E i L decydujs,
o parametrach toru czgstki. Nalezy zwréci¢ uwage, ze E moze by¢ dodatnia, ujemna
lub przyjmowaé wartosé zero. Ostatecznie poszukujemy wiec czterech wielkosei: x(t),
(1) = /() = (), y(t) 19(t) = y'(t) = Fy().

Wycieczka do ukladu biegunowego

Problem Keplera wygodnie jest rozwaza¢ w ukladzie biegunowym, bo w nim sitla ma
tylko jedng sktadows. Ponizej podam wyprowadzenie waznego wzoru Bineta.
Odpowiednikiem uktadu réwnan

mi = F(x,y)
mi = Fy(as,y)

jest teraz

may, = m (2pp + pp) = F, =0
ma, =m (j — ppp) = F,(p) = F(p)
Réwnanie z a, mozna zapisac¢ takze w innej postaci:

1 d 2 .
- —(m =0
> i (me'e)
Oznacza to, ze wielkos¢
mp*p
jest stata w czasie ruchu. Jest to inaczej zapisana skltadowa momentu pedu L, = L, bo

L = m(zy—yt)

= m(pcosp(psing + pcos pp) — psing(pcos g — psinpp)) = mp’p.

Zakladamy dalej, ze L # 0, bo w przeciwnym wypadku ruch odbywatby sie po linii proste;j.
Zachodzi wiec

. L
QD—me.

Réwnanie toru we wspélrzednych biegunowych jest postaci

p=p(p)
Dlatego
_dp_dpde_dp L _ L (1
p_dt_dgodt_dgomp2_ mdp \p/)"

3



Dalej mamy

g dpde 4 Ld (V\\de L& (1) L __ L &1
p—dtp_dgpdt—dcp mdp \ p dt — mde? \p) mp2  m2p2de? \p)’

Wstawiajac ten wynik do wzoru z a,, dostajemy

L & (1 L?
e () o p

m2p? dp? \ p m2p

1 ostatecznie wzdr Bineta:

2 2
& (1) ML P
de* \p) p L
Powyzszy wzér umozliwia znalezienie sily centralnej, jesli znane jest réwnanie toru p(p).
I odwrotnie: jesli znamy zaleznos¢ sity centralnej od p i ¢, to mozna okresli¢ p(y).
Zgodnie z [ prawem Keplera planety poruszajg sie po eliptycznych orbitach, w ktérych
w jednym z ognisk znajduje sie Stonice. Takie rownanie elipsy ma we wspohrzednych

biegunowych postac
p

P= 1+ecosy’

gdzie mimosrdd elipsy e i jej parametr p dane sg wzorami

Va2 — 12
e=——,
a

p=a(l—e?).
& <1> _ ecosyp
de* \ p p

d2c>+1_1
de* \p) p D

L2
mpp?’

Dla takiej zaleznosci p(¢) mamy

wiec ze wzoru Bineta dostajemy

F(p) =

czyli sita jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglodci i przyciggajaca.’

Oprécez pozycji dotyczacych problemu Keplera wymienionych na poczatku wyktadu, gorgco
polecam takze dostepng w sieci przedwojenng ksigzke znakomitego matematyka Stefana
Banacha, Mechanika: http://banach.univ.gda.pl/mechanika.html

!Bezposrednie podstawienie p = ry = const nie pozwala na znalezienie postaci funkcyjnej F(p).

4



Zagadnienie Keplera z momentem pedu L # 0

Roéwnanie toru mozemy ogdlnie zapisa¢ we wspotrzednych biegunowych w postaci

p

S S— 15
" 1+ecosp (15)

Przedstawia ono krzywg, stozkows, o ognisku w poczatku uktadu wspotrzednych, przy czym
p i e sy parametrem i mimosrodem krzywej.

L2
. 16
p=— (16)
2F L2
e=1/1+ o (17)

Kat ¢ mierzony jest w taki sposob, ze punkt o wspolrzednej ¢ = 0 jest najblizszym
punktem centrum sity, tzw. peryhelium orbity.

=

o) X X

Dla F < 0 mimos$réd e < 1, co oznacza, ze orbita jest elipsg o podlosiach danych
wzorami:

P K
= = 18
CTi1 e T 2E] (1)

P L
b= = . (19)

V1 —e? \/ 2m | E |
Najmniejsza dopuszczalna wartosé energii przy ustalonym L to E,., = —T;g . Dla tej
L2

wartosci energii e = 0, czyli elipsa przechodzi w okrag o promieniu r = .
Zaleznos¢ polozenia od czasu na orbicie eliptycznej mozna podaé¢ jedynie w postaci

parametrycznej. Wprowadzamy parametr £ poprzez zaleznosé

r—a=—aecosg (20)
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tor hiperboliczny
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tor paraboliczny
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Wéwezas (€ € [0, 27])

r=a(l—ecosf) (21)
t:\/nfs(f—esinf) (22)
r=a(cosé —e) (23)

y =bsin€. (24)

W szczegdlnoscei czas obiegu opo orbicie eliptycznej wynosi

T =t(2m) —t(0) = 2m/ m/::” (25)

Dla toru parabolicznego wygodnym parametrem jest tan 2 (tan £ € (—oo, 00)):

2

mp e 1 390>
t=——(tan -+ =t - 2
2L(an2+3an2 (26)

p p 2 P
=— = == (14tan®’Z 27
" 1+ cosp 2( - tan 2) 27)
1::7’(:os<p:]3 (1—tan2¢> (28)

2 2
yzrsingpzptan%. (29)

Dla toru hiperbolicznego wprowadzamy parametr x (y € (—o00,00)) i dostajemy

r=a(ecoshy —1) (30)
t:\lrrf(esinhx—x) (31)
x =a(e— cosh ) (32)

y=ave?— lsinhy. (33)
Nalezy pamigtac¢, ze dla hiperboli mamy inne zwigzki miedzy p, €, a i b:

p
p

b= .
Ve —1

(35)



Ruch radialny w zagadnieniu Keplera
Z orbitalnym momentem pedu L= 0

Chcemy znalezé r(t), jesli zachodzi r(t = 0) = R oraz v(t = 0) = vy. Wygodnie jest uzy¢
zasady zachowania energii

p=GMm m, —GMm m,

i wyliczy¢ predkosé v(t):

2FE  2GM
[ v(t) =/ —+
m r
7, doktadnoscig, do znaku mamy
dr
+— =|v(t
=l u(t)|

W sytuacji zaznaczonej na rysunku, w poczatkowej fazie ruchu zachodzi (niezaleznie od

znaku F)
d 2E  2GM
0< ==+
dt m r

i to rownanie mozna rozwigza¢ analitycznie. Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Najprostszy przypadek to E = 0. Nie tylko na poczatku, ale w dowolnej chwili czasu
zachodzi % > (. Po prostych rachunkach dostajemy (notatki do wgladu)

r(t) = (‘;’\/2GM>3 (t+ e 2§G2M)

ol

dr /3 ) oOR> |\
v(t) =5 = (2 ‘ 2GM> 3 (H 3\/QGM)

Dla E > 0 takze mamy do czynienia z ucieczks masy m do nieskonczonosci. Takze w
tym wypadku w dowolnej chwili czasu zachodzi % > (, co prowadzi do

;
/dt_/dr\/B—l—Ar’
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gdzie A =28 > 0§ B =2GM > 0.

/dr B—CAT _ \/A_TW_Zlog [2 (\/E—kﬂ)} = fi(r)

Dostajemy wiec

t+ C= f1 (7’)
Tej zaleznosci nie da sig odwrécié, by uzyskaé r(t) | Warunek poczatkowy
0+ C = fi(R)

pozwala na wyliczenie statej C' i podanie ostatecznego rozwigzania w postaci

t=1t(r) = filr) = fi(R).

Rozwazmy jeszcze ostatni przypadek, £ < 0. W tym wypadku 7 nie moze rosng¢ do
nieskoniczonosci i ruch jest ograniczony:

<§_GMm:
T_A_i\E] = T'maz-

Obiekt o masie m najpierw oddala sie od masy M, a potem powraca. Calkowanie rownania
rézniczkowego prowadzi do

B arctan Ar B—A
/dr = 3\/B_AT - \/( i = fo(r)
B — Ar A2 A

Trzeba pamigtac, ze dla powrotu

dr
— o) |= — <0.
o) 1=
Definiujemy czas t,,,, W taki sposéb, ze r(tmee) = Tmae- Ostatecznie, uwzgledniajac
warunek poczatkowy dostajemy
f2(7">—f2(R> ) O§t<tma1
t(r) =
tma:v + fQ(Tmam) - f2(7n) ) t 2 tmam

Prosze nie wierzy¢ $lepo podanym wyrazeniom !
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Precesja peryhelium Merkurego
Poprawka do prawa powszechnego cigzenia

Orbita Merkurego ma znaczny mimosrdod e, réwny 0.20563069. W peryhelium przy-
bliza si¢ ta planeta na 7, = 0.30749951 AU do Stonca, a w aphelium jej odleglos¢ od
Stonica wynosi 74,, = 0.46669835 AU. Okres obiegu Merkurego dookota Stonica wynosi
T = 0.240847 lat ziemskich. W przypadku Merkurego nie mamy wtasciwie do czynienia
z zamknietg orbitg, bo peryhelium Merkurego zmienia swojg pozycje po kazdym obiegu
tej planety wokot Stonca. Ten efekt jest niewielki i wynosi jedynie 566 sekundy tuku na
100 ziemskich lat, co oznacza pelny obrét peryhelium w czasie okoto 230000 lat. Czes¢
tego efektu (okoto 523 sekund tuku na 100 lat) mozna wyttumaczy¢ na gruncie klasycznej
mechaniki newtonowskiej wptywem innych planet. Brakujgce 43 sekundy tuku na 100
lat zostalo wyjasnione przez Ogélng Teorie Wzglednosci (OTW) Einsteina. Efektywnie
poprawke OTW mozna sprowadzi¢ w pierwszym przyblizeniu do dodatkowego sktadnika
W prawie powszechnego cigzenia:

-, 7 o
F12 = —Gmlmgﬁ 1 ‘I— T2 | (36)
| 7] | 7]
gdzie dla Merkurego
ar~1.1x10"8AU%

Spréobujemy przesledzé numerycznie ten efekt. Bardzo wazng sprawg jest wiasciwy wybor
warunkow poczatkowych. Znajac odleglosci Merkurego od Stonca w aphelium i peryhe-
lium, mozemy policzy¢ diugosé¢ dtuzszej pdtosi a

1

0= 5 (Faph + Ty ) = 0.38709 AU,

Dalej wiemy, ze okres 1" obiegu planety wokdl Stonca jest zwigzany z a

a3

Gm2 ’

T =27

W koncu wykorzystujemy zwigzek miedzy a i calkowity energig E

_Gm1m2
2| E|

po to, by znalez¢ predkos¢ Merkurego w aphelium:

2 1
Uaph:\le2(T —a>-
aph

Skoro znamy juz warunki poczgtkowe (w tym przypadku w aphelium), mozemy teraz
wykorzysta¢ ktorykolwiek z programow liczacych orbite kotows Ziemi. Wystarczy w tym
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celu zmieni¢ odpowiednio warunki poczgtkowe oraz zmodyfikowac dwa sposrod czterech
réwnan uktadu. Dla zbadania precesji peryhelium (wlasciwie w naszym przypadku pre-
cesji aphelium, ale to jest réwnowazne), wygodnie jest wypisywaé pozycje Merkurego po
kolejnych okresach. Poniewaz efekt po jednym okresie jest bardzo niewielki, zalecane sg,
wlasciwie dwie drogi postepowania

1. Wykonanie obliczen z réznymi wartosciami « znacznie wigkszymi od wartosci praw-
dziwej, a nastepnie ekstrapolacja wynikow do prawdziwej wartosci a.

2. Przedledzenie polozenia Merkurego po bardzo wielu okresach (kilkaset tysiecy), co
jest zupelnie wykonalne. W tym przypadku nalezy jednak upewni¢ sig, ze zmiany
potozenia Merkurego nie biorg, sie z numerycznych niedokladnosci akumulujgcych sig
wskutek bardzo diugiego przedziatu catkowania. W tym celu, dla referencji wtasciwe
jest wykonanie réwnolegtych obliczen z @ = 0. Jedli zmiany potozenia Merkurego po
bardzo wielu okresach dla o = 0 bedg, wcigz male, mamy pewnosé, ze obserwujemy
wlasciwy efekt.

Energia catkowita uktadu Ej,

(37)

Eiot = Eiin — Gmima—- — Gm1m27_,3
|7 37|

czyli suma energii kinetycznej FEy;, oraz odpowiednio zmienionej energii potencjalnej
powinna by¢ stata w czasie Réwniez moment pedu

L, = mzv, — myv, (38)

jest zachowany, bo pomimo zmian wcigz mamy do czynienia z zachowawczg, sitg centralng,.

y 2a

2b

prh raph

(c) Jacek Golak, 20062013
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Stabilnosc rozwiazania z a= 0, t =1.2 106 T
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