Sformutowanie Lagrange’a dynamiki uktadu punktow materialnych

Potozenie uktadu N punktéow materialnych w przestrzeni wymaga okreslenia N wektorow
wodzacych, tzn. 3N wspdlrzednych. Liczba niezaleznych wielkosci, ktérych znajomos¢ jest
niezbedna do jednoznacznego okreslenia polozenia uktadu jest nazywana liczbg, stopni swo-
body uktadu. Oznaczmy jg przez s. Wspoirzednymi uogélnionymi nazywamy s dowolnych
wielkosci q1, qo, ..., qs charakteryzujacych catkowicie potozenia sktadowych uktadu o s stop-
niach swobody. Pochodne tych wielkosci, ¢; = %ql-, noszg nazwe predkosci uogédlnionych.

W mysl tzw. zasady najmniejszego dzialania (inaczej zasady Hamiltona) kazdy uktad
mechaniczny jest okreslony przez pewng, funkcje
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ktérg nazywamy funkcjg Lagrange’a danego uktadu. Niech w chwilach t = ¢ it = ¢
uklad posiada polozenia scharakteryzowane przez dwa zbiory wartosci wspélrzednych ¢V
i ¢»). Pomiedzy tymi polozeniami uklad porusza si¢ tak, ze calka (tzw. dzialanie ukladu)

S = /L(q,q,t)dt (1)

przyjmuje najmniejszg mozliwg, warts¢. Ten warunek prowadzi do réwnan ruchu uktadu,
czyli réwnan Lagrange’a-Eulera:
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Funkcja Lagrange’a nie jest okreslona jednoznacznie: Dwie funkcje Lagrange’a roznigce sie
o zupelng pochodng czasows dowolnej funkcji % f(g,t) prowadzg do tych samych réwnan
ruchu.

Z tego, co zostalo dotychczas powiedziane, nie wynika, jak szukac¢ funkcji Lagrange’a
dla konkretnego ukladu. Nie ma na to jednej reguty. Mozna probowaé réznych przepisow
na L(q,q,t) i bada¢, czy prowadza do réwnan ruchu prawidlowo opisujgcych ewolucje
ukladu w czasie.

Dla pewnych sytuacji wiemy jednak, jakg posta¢ powinna mie¢ funkcja Lagrange’a.

e W przypadku ruchu jednej czgstki w zewnetrznym polu ogdlna postaé funkcji La-
grange’a jest dana wzorem

1
L= §mﬁ 2 U7, (3)

gdzie U(7,t) jest energia potencjalng.

e Dla odosobnionego uktadu N punktow materialnych oddzialujacych ze sobg i nie
oddzialujgcych z zewnetrznymi cialami postuluje sie, ze
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e Dla ukltadéw mechanicznych, w ktorych oddziatywanie miedzy ciatami narzuca ogra-
niczenia na wzajemne potozenie cial (tzw. wigzy), przy czym tarcie posuwiste w
uktadzie jest tak male, ze nie wplywa w istotny sposéb na ruch i mozna zaniedbaé
masy elementow wigzagcych uklad, uzywamy tej samej funkcji Lagrange’a, co w
poprzednim przypadku. Wystepowanie wigzéw prowadzi jedynie do zmniejszenia
liczby stopni swobody.

e Dla ukladéw mechanicznych z punktowymi masami oraz brylami sztywnymi, w
ktorych wystepuje tarcie, ale ze wzgledu na brak poslizgu sily tarcia nie zmieniajg
catkowitej energii mechanicznej uktadu. Energia kinetyczna, opdcz energii kinety-
cznej ruchu postepowego, musi uwzglednia¢ takze energie kinetyczne ruchu obro-
towego bryt sztywnych bedgcych skladowymi uktadu.

Uwaga:

Dla ukladéw, w ktérych nastepuje dysypacja energii mechanicznej formalizm Lagrange’a
nie ma bezposrednio zastosowania. Mozna jednak w pewnych wypadkach uogélni¢ réw-
nania Lagrange’a wprowadzajac tzw. funkcje dysypacji Rayleigha.

Nie zawsze jednak energia uktadu musi by¢ stata. Mozliwe sg uklady z tzw. wigzami
reonomicznymi (inaczej niestacjonarnymi), czyli jawnie zaleznymi od czasu, w ktérych
réwnania wiezéw nie zalezg explicite od skladowych wektora predkosci (wigzy holono-
miczne). Dla takich uktadéw formalizm Lagrange’a ma jak najbardziej zastosowanie.

Przykiad 1: ruch czastki w jednorodnym ziemskim polu grawitacyjnym

Uktad ma oczywiscie trzy stopnie swobody: x, y i z. Energia kinetyczna punktu mate-
rialnego T" wynosi

T:;m(i2+?)2+22), (4)

a energia potencjalna U w jednorodnym ziemskim polu grawitacji zalezy tylko od z i dana
jest wzorem

U =mgz. (5)



Dlatego funkcja Lagrange’a ma postac
1
L= o™ (:1':2 + 92 + Z"Q> — mg=z, (6)

co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan

mi =0 (7)
my =0 (8)
mzZ = —mg. 9)

Przyklad 2: dwie masy oddzialujgce grawitacyjnie
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Zakladamy, ze obie masy poruszajg sie w plaszczyznie xy. Uklad ma woéwczas cztery
stopnie swobody: x1, y1, x2 1 yo. Energia kinetyczna 7' ukladu wynosi

1 | 1 . . 1 . .
T = §m1v12 + §mzvz2 =5 (91312 + y12) + 52 (9622 + y22) 5 (10)

a energia potencjalna U grawitacji zalezy tylko od dlugosci wektora 71 dana jest wzorem
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Dlatego funkcja Lagrange’a ma postaé

1 . . 1 . . mym
L = §m1 (ZL’12 + y12) + §m2 (I22 + y22> + G L (12>
\/(1’1 — 22)* + (11 — ¥2)°
co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan
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Gmg(xl — .%'2)

Xy = =73 14
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((z1 = 22)2 + (91 = 12)?)

Przykiad 3: wahadlo matematyczne

Wahadlo matematyczne to uklad o jednym stopniu swobody, bo polozenie uktadu okres-
lone jest przez kat o:

x=Isingp, y = Lcos p. (17)
Energia kinetyczna wahadta 7" wynosi
_ 1 2, 2\ _ L 99
T—§m<x +y)—§ml : (18)
a energia potencjalna U w jednorodnym ziemskim polu grawitacji dana jest wzorem
U= —mgy = —mgl cos p. (19)

Dlatego funkcja Lagrange’a ma postac

1
L= iml2<p2 + mgl cos p, (20)

co prowadzi do nastepujgcego rownania ruchu wahadla

2@ = —mglsin (21)

ml
czyli

G = —% sin . (22)



Przykiad 4: staczanie si¢ walca bez poslizgu z nieruchomej réwni pochylej

Przy zalozeniu, ze o$ symetrii znajdujgcego si¢ na réwni walca jest stale prostopadia
do ptaszczyzny rysunku, jego polozenie mozna opisa¢ dwoma parametrami: na przykid
odlegloscig [ sSrodka masy walca od gornego kranca réowni oraz katem ¢, o jaki walec obréci
sie wokot whasnej osi wzgledem wybranego potozenia poczgtkowego. Jednak warunek, ze
toczenie odbywa sie bez poslizgu prowadzi do zwigzku miedzy [ i ¢

l=re.

Dlatego mamy do czynienia z ukladem o jednym stopniu swobody. Energia kinetyczna

walca T' jest sumg, energii kinetycznej ruchu postepowego T;
1 .
11=§mﬂ (23)

oraz energii kinetycznej ruchu obrotowego 75 wzgledem osi symetrii przechodzgcej przez
srodek masy walca O (I, jest momentem bezwladnosci walca wzgledem tek osi)

.2
1 1 1 l
To=-Iw=-I0>==I, (-] . 24
= gl = 31 = 30 1) 21

Energia potencjalna U w jednorodnym ziemskim polu grawitacji dana jest wzorem (tak
jak dla masy punktowej m umieszczonej w punkcie O)

U=mgy,=mg(h—Isina). (25)
Dlatego funkcja Lagrange’a ma postac
L=tmizylr j {% I si (26)
= 5m 5lo | mgl sin «,

(opuszczam stalg mgh) co prowadzi do nastepujgcego réwnania na [(t)
mg sin o

= —"——.
m+1,/r?

(27)



Rownania kanoniczne Hamiltona

W formalizmie Lagrange’a ruch uktadu N punktéw materialnych opisywalismy w 3N
wymiarowej przstrzeni konfiguracyjnej, ewentualnie zawezonej do s wymiarow w wyniku
natozenia odpowiednich wiezéw i przejsciu do wspotrzednych uogdlnionych zgodnych z
wigzami. W tej przestrzeni predkosci uogoélnione nie sg traktowane jak zmienne niezalezne,
bo znajomosé zbioru funkeji ¢(t) pozwala wyznaczyé zbior ¢(t) przez rézniczkowanie.
Ruch ukiadu w tej przestrzeni opisuje s réwnan rézniczkowych drugiego rzedu. Przez
wybrany punkt tej przestrzeni moze przechodzi¢ nieskoniczenie wiele trajektorii odpowia-
dajgcych réznym wartsciom predkosci poczatkowe;j.

Podejsécie Hamiltona polega na wprowadzeniu 2s-wymiarowej przestrzeni fazowej, w
ktorej wspolrzednymi sg nie tylko wspotrzedne uogdlnione, ale takze pedy uogdlnione p;

_ 0L(g,4,1)

04
traktowane jako niezalezne wielkosci dynamiczne. Ruch ukladu w przestrzeni fazowej
opisuje 2s rownan rézniczkowych pierwszego rzedu na ¢; i p;. Przez wybrany punkt tej
przestrzeni przechodzi tylko jedna trajektoria, a wiec trajektorie nie mogg sig przecinac.

Aby powigza¢ formalizm Hamiltona z wczesniej naszkicowanym podejsciem Lagrange’a

wyrazamy najpierw wszystkie predkosci uogélnione ¢; przez wspodlrzedne ¢; i pedy uogdl-
nione p;:

¢ = Gi(q,p,t)

Funkcjg Hamiltona (hamiltonianem) nazywamy wielkosé
i=1

Wariacja tej funkcji obliczona na dwa sposoby prowadzi do tzw. réwnan kanonicznych
Hamiltona. Z jednej strony mamy wprost

° (OH OH
oH = ——0q; + 5]%‘) . 29
; (a%’ opi (29)
Z drugiej strony, korzystajac z (28) zachodzi
® _ ) oL oL . (. oL
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Poréwnujac (29) i (30) dostajemy




Przykiad: oscylator anharmoniczny

Zakladamy, ze hamiltonian uktadu ma postac

1 1 1
H(p,q) = §p2 + §k1q2 + Zk2q4' (32)

Prowadzi to do nastepujgcych réwnan Hamiltona

. OH

q= (97 = P (33>
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b= _87q = —kiq — k2q5 (34)
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