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Zagadnienie oscylatora harmonicznego t lumionego pojawia si
ι
e w wielu dziedzinach fizyki.

W mechanice mamy z nim do czynienia, gdy na punkt materialny dzia laj
ι
a trzy si ly: si la

wprost proporcjonalna do wychylenia z po lożenia równowagi, si la wprost proporcjonalna
do pr

ι
edkości oraz zewn

ι
etrzna si la wymuszaj

ι
aca. Zwykle rozważa si

ι
e sinusoidaln

ι
a si l

ι
e

wymuszaj
ι
ac

ι
a, bo (przynajmniej teoretycznie) wszystkie inne funkcje można przedstawić

w postaci sumy (skończonej, przeliczalnej lub nieprzeliczalnej) funkcji sinusoidalnych o
różnych cz

ι
estościach. Zak ladaj

ι
ac przypadek jednowymiarowy równanie ruch ma wi

ι
ec

postać

mẍ + γẋ + kx = F (t) (1)

lub

ẍ +
γ

m
ẋ +

k

m
x = a0 cos(ωst) + b0 sin(ωst). (2)

Wprowadzamy zwykle oznaczenia
1

τ
≡

γ

m

ω2

0
≡

k

m

i równanie przyjmuje postać

ẍ +
1

τ
ẋ + ω2

0
x = a0 cos(ωst) + b0 sin(ωst). (3)

Ponieważ problem ma charakter niejednorodny, musimy znaleźć rozwi
ι
azanie ogólne prob-

lemu jednorodnego oraz jedno szczególne rozwi
ι
azanie dla problemu niejednorodnego.

Rozwi
ι
azanie szczególne xs(t) dla przypadku 1

τ
6= 0 lub ωs 6= ω0 ma postać (sprawdzić !)

xs(t) = a′ cos(ωst) + b′ sin(ωst), (4)

przy czym

a′ =
−b0ωsτ + a0τ

2(ω2

0
− ω2

s
)

ω2
s

+ τ 2(ω2
0 − ω2

s
)2

b′ =
a0ωsτ + b0τ

2(ω2

0
− ω2

s
)

ω2
s

+ τ 2(ω2
0 − ω2

s
)2

.

W przeciwnym wypadku (jednocześnie 1

τ
= 0 oraz ωs = ω0) rozwi

ι
azanie szczególne xs(t)

dane jest wzorem (sprawdzić !)

xs(t) = (a′′ cos(ωst) + b′′ sin(ωst)) t, (5)

1



gdzie

a′′ = −
b0

2ω0

b′′ =
a0

2ω0

.

Jest to przypadek tzw. rezonansu, gdy amplituda drgań rośnie liniowo z czasem.
Ogólne rozwi

ι
azanie problemu niejednorodnego jest sum

ι
a ogólnego rozwi

ι
azania prob-

lemu jednorodnego i szczególnego rozwi
ι
azania problemu niejednorodnego. Charakter

ogólnego rozwi
ι
azania problemu jednorodnego zależy od wartości iloczynu ω0τ .

1. Przypadek mocnego t lumienia ω0τ < 1

2

x(t) = a exp(λ1t) + b exp(λ2t) + a′ cos(ωst) + b′ sin(ωst), (6)

gdzie

λ1 = −
1

2τ
−

√

(

1

2τ

)2

− ω2
0 < 0

λ2 = −
1

2τ
+

√

(

1

2τ

)2

− ω2
0 < 0

2. Przypadek mocnego t lumienia ω0τ = 1

2

x(t) = a exp(λt) + bt exp(λt) + a′ cos(ωst) + b′ sin(ωst), (7)

gdzie

λ = −
1

2τ
.

3. Przypadek s labego t lumienia ω0τ > 1

2

x(t) = a exp(−
t

2τ
) cos(ωt) + b exp(−

t

2τ
) sin(ωt) + a′ cos(ωst) + b′ sin(ωst), (8)

gdzie

ω =

√

ω2
0 −

(

1

2τ

)2

< ω0.

4. Przypadek rezonansu ( 1

τ
= 0 oraz ωs = ω0)

x(t) = a cos(ω0t) + b sin(ω0t) + ta′′ cos(ω0t) + tb′′ sin(ω0t), (9)

Uwaga: Parametry a i b s
ι
a dowolne; ustalamy je uwzgl

ι
edniaj

ι
ac warunki pocz

ι
atkowe, tzn.

wartość po lożenia w chwili t = 0

x(t = 0) = x0 (10)
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i wartość pr
ι
edkości w chwili t = 0

ẋ(t = 0) = v0. (11)

Polecam notatnik programu Mathematica,
oscylator przypadki OK.nb,
który sprawdza poprawność rozwi

ι
azań szczególnych (wzory (4)–(5)) i rozwi

ι
azań ogólnych

(wzory (6)–(8)). Notatnik znajduje ponadto w poszczególnych przypadkach wielkości a i
b z uk ladu równań (10) i (11).
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Figure 1: Przyk ladowe rozwi
ι
azania problemu jednorodnego
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Figure 2: Przyk ladowe rozwi
ι
azania problemu niejednorodnego
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Figure 3: Przyk ladowe rozwi
ι
azania problemu niejednorodnego (rezonans)
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