Predkosc¢ i przyspieszenie w ukladzie walcowym
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T =22 +yy+ 22 = pp+ 22

Wersory (jednostkowe wektory) p i gg nie sg stalte, ale zmieniajg si¢ od punktu do punktu

i dlatego w czasie ruchu sg funkcjg czasu:
cospr + singy
(1)

p =
{ $ = —singxr + cosoy

W kazdym punkcie jednak wersory p i ngS sg wzajemnie prostopadle:
p-d=(cospi—+singy)-(—sindd +cos¢g) = 0.

Predkos¢ v obliczamy jako pochodng po czasie wektora polozenia 7.

_,_dF_d(A_i_ A)_dpA_i_ d,é_i_dzA
R T T B A T N TR T
) dostajemy

Korzystajac z zaleznosci (1
dp d L ) . . .
= =% (cospi +singy) = —singpor + cospody = ¢ o,

gdzie ¢ oznacza pochodng po czasie: ¢ = fl—‘f.

Dlatego predkos$¢ w ukladzie walcowym ma postaé

T=pp + poo + 22

p to skladowa radialna, a ,0(;5 to sktadowa transwersalna predkosci. Dilugosé wektora

predkosci mozna policzy¢ jako
= 52 V2 2
[T =152+ (pd) +2
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Teraz mozemy policzy¢ przyspieszenie a:

L &F dv d .. .
dp s do ..
=pp+p£+p¢¢+p¢¢+p¢g+zz (2)

Pochodna % juz zostala policzona. Korzystajac ponownie z zaleznosci (1) liczymy ‘fl—f:

dé  d . . .
dé = —(—singz+cospy) = —cospps — sinppy = —op.
dt dt

Podstawiajgc % oraz ‘fl—‘f do (2) i grupujac wyrazy dostajemy

i = (p—pd)p+ (200+0p0)0 + iz

p — pq52 to sktadowa radialna, a 2,ng.5 -+ pg% to sktadowa transwersalna przyspieszenia.
Dtugosé wektora predkosci mozna policzy¢ jako

1= (5 - pd) + (206 + pd) + 2



Predkos¢ i przyspieszenie w ukladzie sferycznym
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¥ =xt+yy+ 22 = rr

Wersory 7, 0 i ngS zmieniajg si¢ od punktu do punktu i dlatego w czasie ruchu sg funkcjg

czasu:
sinf cospx + sinfsingy + cosfz

cosf cospx + cosfsingy — sinfz (3)
—singpz + cos @y
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Obliczamy najpierw pochodne wersoréw po czasie:

Zz(cos@ cospf —sinf singd , cosf singh +sinf cosgp g , —Sinﬁé)
df : - L o - :
%:<—sm0 cospf —cosf sinp ¢, —sinf singpf + cosb cos ¢ ¢ , —00898)

d L
u ( —Ccos¢p¢p, —singo O)
Nastepnie wyrazamy te pochodne w bazie (f,é,qg) Poniewaz wersory sg wzajemnie
prostopadle, najprosciej jest policzy¢ odpowiednie iloczyny skalarne. Na przyktad dla

dT . .
7 Zapisujemy

dr A A
—=a 7 + b0 + c 9,
o 1 1 10
gdzie wspdtezynniki aq, by i ¢; dane sg jako
dr .
ay=—-T
Tt
dr  »
by =— -0
YTt
ar -
Cl—a'(b
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Aby ograniczy¢ rachunki warto zauwazy¢, ze pochodna wersora jest do niego zawsze

prostopadla:
d(1)  d(r-7) dr dr dr

PP = 2
dt

-~ dt  dt
Stad wynika w szczegélnosci, ze a; = 0. R
Podobnie dowodzimy, ze dla dwdoch réznych wersoréw, na przyktad 7 i 6, zachodzi

_d(0)  d(F-6)  di o, . df
‘=% T @ T a'TTu
W konsekwencji )
df 0 —= _ a9 P
a - dt
Po prostych przeliczeniach dostajemy wigc
di . o
d—::% + sinféo (4)
do . .
i —07 + cosfoo (5)
dd . .
d—f = —sinfpr — cosh ol (6)
Teraz mozemy juz policzy¢ predkosé v
L_dr d, o dr ar .. ¥ .
U:a—%(rr) = + i +r (6’0 + stngng)

=77 + 100 + r sin@éé,
a nastepnie przyspieszenie a:
d*r  dv d (

FEo+ 00 + rsinddo) = iF + f‘%f + 700 +

i= —
dt?

dt ~ di

rd0 + 7“9%@ + 7sinfod + rcosfldd + rsinfpd + r sian.S%qg (7)
Podstawiajac (4), (5) oraz (6) do (7) i grupujac wyrazy dostajemy ostatecznie

a = (r — rf? — rsin26¢2)f + (2r9 + 70 — rsin@cos@&)é—l—

( 2i’sin0q3 + 2r9cos€¢ + rsin&g'zé )ngS

Uwaga: powyzsze wyprowadzenie wzoréw dla wspéhrzednych walcowych i sferycznych ma
charakter bardzo bezposredni i nie odwoluje sig¢ do wiadomosci z zakresu rézniczkowania
funkcji wielu zmiennych. Ogélny rachunek dla dowolnych wspélrzednych krzywoliniowych
mozna znalezé na przyktad w podreczniku A. Januszajtisa, Fizyka dla politechnik, w
paragrafie 9 tomu Czgstki.

Jacek Golak



