
Pr ιedkość i przyspieszenie w uk ladzie walcowym
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~r = x x̂ + y ŷ + z ẑ = ρ ρ̂ + z ẑ

Wersory (jednostkowe wektory) ρ̂ i φ̂ nie s ιa sta le, ale zmieniaj ιa si ιe od punktu do punktu
i dlatego w czasie ruchu s ιa funkcj ιa czasu:

{

ρ̂ = cos φ x̂ + sin φ ŷ

φ̂ = − sin φ x̂ + cos φ ŷ
(1)

W każdym punkcie jednak wersory ρ̂ i φ̂ s ιa wzajemnie prostopad le:

ρ̂ · φ̂ = (cos φ x̂ + sin φ ŷ) · (− sin φ x̂ + cos φ ŷ) = 0.

Pr ιedkość ~v obliczamy jako pochodn ιa po czasie wektora po lożenia ~r.

~v ≡
d~r

dt
=

d

dt
(ρ ρ̂ + z ẑ) =

dρ

dt
ρ̂ + ρ

dρ̂

dt
+

dz

dt
ẑ

Korzystaj ιac z zależności (1) dostajemy

dρ̂

dt
=

d

dt
(cos φ x̂ + sin φ ŷ) = − sin φ φ̇ x̂ + cos φ φ̇ ŷ = φ̇ φ̂,

gdzie φ̇ oznacza pochodn ιa po czasie: φ̇ ≡ dφ

dt
.

Dlatego pr ιedkość w uk ladzie walcowym ma postać

~v = ρ̇ ρ̂ + ρ φ̇ φ̂ + ż ẑ.

ρ̇ to sk ladowa radialna, a ρ φ̇ to sk ladowa transwersalna pr ιedkości. D lugość wektora
pr ιedkości można policzyć jako

| ~v |=

√

ρ̇2 +
(

ρ φ̇
)2

+ ż2
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Teraz możemy policzyć przyspieszenie ~a:

~a ≡
d2~r

dt2
=

d~v

dt
=

d

dt

(

ρ̇ ρ̂ + ρ φ̇ φ̂ + ż ẑ
)

= ρ̈ ρ̂ + ρ̇
dρ̂

dt
+ ρ̇ φ̇ φ̂ + ρ φ̈ φ̂ + ρ φ̇

dφ̂

dt
+ z̈ ẑ (2)

Pochodna dρ̂

dt
już zosta la policzona. Korzystaj ιac ponownie z zależności (1) liczymy dφ̂

dt
:

dφ̂

dt
=

d

dt
(− sin φ x̂ + cos φ ŷ) = − cos φ φ̇ x̂ − sin φ φ̇ ŷ = −φ̇ ρ̂.

Podstawiaj ιac dρ̂

dt
oraz dφ̂

dt
do (2) i grupuj ιac wyrazy dostajemy

~a =
(

ρ̈ − ρ φ̇2
)

ρ̂ +
(

2ρ̇φ̇ + ρ φ̈
)

φ̂ + z̈ ẑ.

ρ̈ − ρ φ̇2 to sk ladowa radialna, a 2ρ̇φ̇ + ρ φ̈ to sk ladowa transwersalna przyspieszenia.
D lugość wektora pr ιedkości można policzyć jako

| ~a | =

√

(

ρ̈ − ρ φ̇2

)2

+
(

2ρ̇φ̇ + ρ φ̈
)2

+ z̈2
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Pr ιedkość i przyspieszenie w uk ladzie sferycznym

φ̂ r̂

θ̂
O

x

y

z

θ

φ

r
r

~r = x x̂ + y ŷ + z ẑ = r r̂

Wersory r̂, θ̂ i φ̂ zmieniaj ιa si ιe od punktu do punktu i dlatego w czasie ruchu s ιa funkcj ιa
czasu:















r̂ = sin θ cos φ x̂ + sin θ sin φ ŷ + cos θ ẑ

θ̂ = cos θ cos φ x̂ + cos θ sin φ ŷ − sin θ ẑ

φ̂ = − sin φ x̂ + cos φ ŷ

(3)

Obliczamy najpierw pochodne wersorów po czasie:

dr̂

dt
=

(

cos θ cos φ θ̇ − sin θ sin φ φ̇ , cos θ sin φ θ̇ + sin θ cos φ φ̇ , − sin θ θ̇
)

dθ̂

dt
=

(

− sin θ cos φ θ̇ − cos θ sin φ φ̇ , − sin θ sin φ θ̇ + cos θ cos φ φ̇ , − cos θ θ̇
)

dφ̂

dt
=

(

− cos φ φ̇ , − sin φ φ̇ , 0
)

Nast ιepnie wyrażamy te pochodne w bazie
(

r̂, θ̂, φ̂
)

. Ponieważ wersory s ιa wzajemnie
prostopad le, najprościej jest policzyć odpowiednie iloczyny skalarne. Na przyk lad dla
dr̂
dt

zapisujemy
dr̂

dt
= a1 r̂ + b1 θ̂ + c1 φ̂,

gdzie wspó lczynniki a1, b1 i c1 dane s ιa jako

a1 =
dr̂

dt
· r̂

b1 =
dr̂

dt
· θ̂

c1 =
dr̂

dt
· φ̂
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Aby ograniczyć rachunki warto zauważyć, że pochodna wersora jest do niego zawsze
prostopad la:

0 =
d(1)

dt
=

d(r̂ · r̂)

dt
=

dr̂

dt
· r̂ + r̂ ·

dr̂

dt
= 2

dr̂

dt
· r̂

St ιad wynika w szczególności, że a1 = 0.
Podobnie dowodzimy, że dla dwóch różnych wersorów, na przyk lad r̂ i θ̂, zachodzi

0 =
d(0)

dt
=

d(r̂ · θ̂)

dt
=

dr̂

dt
· θ̂ + r̂ ·

dθ̂

dt

W konsekwencji
dr̂

dt
· θ̂ = −

dθ̂

dt
· r̂.

Po prostych przeliczeniach dostajemy wi ιec

dr̂

dt
= θ̇ θ̂ + sin θ φ̇ φ̂ (4)

dθ̂

dt
= −θ̇ r̂ + cos θ φ̇ φ̂ (5)

dφ̂

dt
= − sin θφ̇ r̂ − cos θ φ̇ θ̂ (6)

Teraz możemy już policzyć pr ιedkość ~v

~v ≡
d~r

dt
=

d

dt
(r r̂) =

dr

dt
r̂ + r

dr̂

dt
= ṙ r̂ + r

(

θ̇ θ̂ + sin θ φ̇ φ̂
)

= ṙ r̂ + r θ̇ θ̂ + r sin θ φ̇ φ̂,

a nast ιepnie przyspieszenie ~a:

~a ≡
d2~r

dt2
=

d~v

dt
=

d

dt

(

ṙ r̂ + r θ̇ θ̂ + r sin θ φ̇ φ̂
)

= r̈ r̂ + ṙ
d

dt
r̂ + ṙ θ̇ θ̂ +

r θ̈ θ̂ + r θ̇
d

dt
θ̂ + ṙ sin θ φ̇ φ̂ + r cos θ θ̇ φ̇ φ̂ + r sin θ φ̈ φ̂ + r sin θ φ̇

d

dt
φ̂ (7)

Podstawiaj ιac (4), (5) oraz (6) do (7) i grupuj ιac wyrazy dostajemy ostatecznie

~a =
(

r̈ − rθ̇2 − r sin2 θφ̇2
)

r̂ +
(

2ṙθ̇ + rθ̈ − r sin θ cos θφ̇2
)

θ̂ +
(

2ṙ sin θφ̇ + 2rθ̇ cos θφ̇ + r sin θφ̈
)

φ̂

Uwaga: powyższe wyprowadzenie wzorów dla wspó lrz ιednych walcowych i sferycznych ma
charakter bardzo bezpośredni i nie odwo luje si ιe do wiadomości z zakresu różniczkowania
funkcji wielu zmiennych. Ogólny rachunek dla dowolnych wspó lrz ιednych krzywoliniowych
można znaleźć na przyk lad w podr ιeczniku A. Januszajtisa, Fizyka dla politechnik, w
paragrafie 9 tomu Cz ιastki.

Jacek Golak
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