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0. Powtórzyć (przed ćwiczeniami !) podstawowe wiadomości o dzia laniach na wektorach
i liczeniu pochodnych.

1. Udowodnić trzy spośród nast ιepuj ιacych tożsamości wektorowych, s lusznych dla dowol-
nych wektorów ~A, ~B, ~C i ~D:

1. ( ~A×
~B)2 + ( ~A ·

~B)2 = ( ~A)2 ( ~B)2

2. ~A · ( ~B ×
~C) = ~C · ( ~A×

~B) = ~B · ( ~C ×
~A) =

−
~A · ( ~C ×

~B) = −
~C · ( ~B ×

~A) = −
~B · ( ~A×

~C)

3. ~A× ( ~B ×
~C) = ( ~A ·

~C) ~B − ( ~A ·
~B) ~C

4. ~A× ( ~B ×
~C) + ~B × ( ~C ×

~A) + ~C × ( ~A×
~B) = 0

5. ( ~A×
~B) · ( ~C ×

~D) = ( ~A ·
~C) ( ~B ·D) − ( ~A ·

~D) ( ~B · C)

6. ( ~A×
~B) × ( ~C ×

~D) = [ ~A · ( ~B ×
~D)] ~C − [ ~A · ( ~B ×

~C)] ~D

7. ~A× ( ~B × ( ~C ×
~D)) = ( ~B ·

~D)( ~A×
~C) − ( ~B ·

~C)( ~A×
~D)

8. ( ~A×
~B) · ( ~C ×

~D) + ( ~B ×
~C) · ( ~A×

~D) + ( ~C ×
~A) · ( ~B ×

~D) = 0

Przeliczenia wykonać w uk ladzie kartezjańskim. W przypadkach (3)–(8) wygodnie jest
użyć tensora Levi-Civity, ale rachunek bezpośredni też jest oczywíscie dopuszczalny.
Tożsamość (3) b ιedzie potrzebna na wyk ladzie.

2. Po lożenie punktu materialnego na osi x dane jest wzorem x(t) = At − Bt3. Znaleźć
pr ιedkość i przyspieszenie punktu w dowolnej chwili czasu, po lożenie punktu w chwili
t = 0 oraz t = 2s, przemieszczenie punktu w dwóch pierwszych sekundach ruchu,
pr ιedkość średni ιa w dwóch pierwszych sekundach ruchu, drog ιe przebyt ιa przez punkt w
dwóch pierwszych sekundach ruchu. Przyj ιać, że A = 2m

s
, B = 1m

s3
.

3. Po lożenie punktu materialnego na osi x dane jest wzorem x(t) = t

At+B
, gdzie A i B

to dodatnie sta le. Znaleźć pr ιedkość i przyspieszenie punktu w dowolnej chwili czasu,
maksymaln ιa odleg lość, na jak ιa oddali si ιe punkt od po lożenia pocz ιatkowego, maksy-
maln ιa pr ιedkość punktu materialnego. Przyj ιać, że A = 5 1

m
, B = 1 s

m
.

4. Po lożenie punktu materialnego w p laszczyźnie xy dane jest uk ladem równań x =
b sin(ωt), y = c cos(2ωt), gdzie b, c i ω to dodatnie sta le. Zbadać charakter ruchu tego
punktu (czy ruch jest okresowy, czy jest ograniczony przestrzennie), znaleźć równanie
toru, określić minimaln ιa i maksymaln ιa wartość d lugości wektora pr ιedkości.



5. Po lożenie punktu materialnego w p laszczyźnie xy dane jest wzorami x(t) = v0t, y(t) =
h −

1

2
gt2 i z(t) = 0, gdzie g ≈ 10m

s2
, v0 = 1m

s
, h = 5m. Jakiej sytuacji fizycznej to

odpowiada ? Znaleźć pr ιedkość i przyspieszenie punktu w dowolnej chwili t, po lożenie
punktu w chwili t = 0 oraz t = 1s, przemieszczenie punktu w pierwszej sekundzie
ruchu, pr ιedkość średni ιa w pierwszej sekundzie ruchu. Podać wzór na drog ιe przebyt ιa
przez punkt w pierwszej sekundzie ruchu.

6. Wektory po lożenia dwóch punktów materialnych w p laszczyźnie xy dane s ιa wzorami
~r1(t) = (0, 1) m + t(0, 1) m

s
+ t2(1, 1) m

s2
, ~r2(t) = (3, 0) m + t(−1, 2) m

s
+ t2(1, 1) m

s2
. Jak

wygl ιada ruch drugiego punktu materialnego z punktu widzenia pierwszej cz ιastki ?
Znaleźć pr ιedkość ~v21 i przyspieszenie ~a21 drugiego punktu materialnego wzgl ιedem pier-
wszego. W jakiej chwili t odleg lość mi ιedzy punktami b ιedzie najmniejsza i ile b ιedzie
wynosić ?

Jacek Golak


