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Poczatek prezentacji jest przydtugi i raczej nieciekawy
Prosze sie nie poddawac ;)
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O programie

Maxima jest programem typu CAS (Computer Algebra System), wspomagajacym
wykonywanie obliczen symbolicznych.
Mozliwosci:

m Rézniczkowanie i catkowanie symboliczne
Rozwigzywanie réwnan i uktadéw réwnan algebraicznych
Rozwiazywanie wybranych typéw réwnan rézniczkowych
Upraszczanie wyrazen algebraicznych
Tworzenie wykreséw 2D i 3D (za posrednictwem Gnuplota)
Szeregi Fouriera
Operacje na macierzech
Fitowanie (dopasowywanie wzoréw funkgcji do danych)
Obliczenia dowolnej precyzji
Eksport wynikéw do TeX'a
Strukturalny jezyk progamowania (+Lisp)

Wybrane operacje numeryczne

m Wybrane operacje statystyczne &
i wiele innych ...

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009 4 /148



O pregEnie
Wady i zalety - subiektywny przeglad

Zalety:
m Licencja GPL
m Dostepna pod wszystkie platformy zgodne z POSIX oraz Microsoft Windows

m Ogromna liczba rozszerzen

Wzglednie szczegbtowa dokumentacja

Preznie dziatajaca lista mailingowa

4z
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O pregEnie
Wady i zalety - subiektywny przeglad

Zalety:
m Licencja GPL
m Dostepna pod wszystkie platformy zgodne z POSIX oraz Microsoft Windows
m Ogromna liczba rozszerzen
m Wzglednie szczegétowa dokumentacja
m Preznie dziatajaca lista mailingowa
Wady:

m Niektére funkcje dziataja zle

m Wyniki dziatania niektérych funkcji nalezy poprawiaé recznie

m Brak dokumentacji po polsku

m Duze braki w niektérych dziedzinach

m Trudna w obstudze

m Stabo rozwiniety jezyk programowania wewnatrz Maximy - konieczno$¢ odwotywania
sie do Lispa

m Mata popularnosé

m Lekkie zamieszanie z macierzami, tablicami i zagniezdzonymi listami &
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O pregEnie
Maxima dziata w trybie tekstowym. Istnieja graficzne naktadki:

m wxMaxima

m Napisana w wxWidgets
m Bardzo szybko rozwijana co prowadzi do czestych zmian interejsu
m Wzglednie spolonizowana
[
[

Formatowanie wynikéw

Od wersji 0.8.0 dziata w formie "dokumentu” - podziat na komérki

F(%17) wxplot3d(sin(x"2+y~2) *exp(-0.1*(x"2+y"2)), [x,-5,5], [y,-5,5],
[grid,50,50],
[gnuplot_pn3d, truel, [gnuplot_preanble, “set hidden3d"1)$
Could not find/open font when opening font "arial®, using internal non-scalable font
Could not find/open font when opening font “"arial®, using internal non-scalable font
Function
1
a8
1 a6
88 a2
8:3 2.2
(%t7) g 24
8 i
t]
-6
((%15) wxplot3d(%, [x,-5,5], [y,-5,5],
Fominl ot a3 teiel
Upros¢ (ww) | Upros¢ w) | Faktoryau) Rozwiri Uprosé (tr) | Roawiri (tr) | Redukcja (tr) | Rectform lloczyn
Rozwiaz.. | Rozwiaz RRZ... | Pochodna. caka Granica Szereg, Subst Mapuj Wykres 3
Witaj w wlaxima. Polskie tiumaczenie w wesi beta, prosze zglaszac bledy Oczekiwanie na wejscie
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Maxima dziata w trybie tekstowym. Istnieja graficzne naktadki:
B Xmaxima
m Niezwykle prosta
m Srodowisko nadal bardziej tekstowe niz graficzne
m Szybsza niz wxMaxima
- __________________waei.____________________________ - -]

Eile Edit Options Maxima Help

(%i1) integrate(sin(x),x); 5

(%01) - cos(x)

(%i2) taylor(sin(x)*exp(x),x,0,10)
3 s

2 x
G021/ x4 x + - + 4ok

3 22680 113400
i3) |

| et | I html
Fie sack | Forwara urt 18.1 o |
@E Maxima Primer
Maxima is a computer program for doing lati symbolic numerical and graphics,

Proceures can be programmed and than run by ima to do Lomplox tasks, Much of the syntax for other languages such oo Maple
was copied from Maxima.

Project and documentation links
The Help menu in Xmaxima gives you access to the following documents:
1. Maxima reference manual

2. Xmaxima reference manual
3. Maxima home page. i t 7|
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O programie

Maxima dziata w trybie tekstowym. Istniejg graficzne naktadki:
m iMaxima

File Edit Options Buffers Tools Maxims Complete In/Out Signals Help

OeExmRE8XE

(%12} wxdraw3d(xn grid = 50, yv_grid = 13, sorface hide = tros,
parametric_surface (cos{a)* (3+becos (a/21),
sinfa)~{3+brcos{af2) ).
[ ] besin(as2), a,-wpi,wi.b,-1,1) ):

terminal = &ps,

-

o Rk

=] F = = = DQC
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Podstawy. Praca z programem

m Maxima dziata w trybie wejs¢ %i (od input) i wyj$¢ %o (od output). Wejscia jak i
wyjscia sa numerowane, co w potaczeniu z %i albo %o tworzy unikalny identyfikator
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Podstawy. Praca z programem

m Maxima dziata w trybie wejs¢ %i (od input) i wyj$¢ %o (od output). Wejscia jak i
wyjscia sa numerowane, co w potaczeniu z %i albo %o tworzy unikalny identyfikator

m Kazdjg instrukcje konczymy ; lub $. Uzycie tego drugiego powoduje, ze wynik
obliczen nie pojawi sie na ekranie
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Podstawy. Praca z programem

m Maxima dziata w trybie wejs¢ %i (od input) i wyj$¢ %o (od output). Wejscia jak i
wyjscia sa numerowane, co w potaczeniu z %i albo %o tworzy unikalny identyfikator

m Kazdjg instrukcje konczymy ; lub $. Uzycie tego drugiego powoduje, ze wynik
obliczen nie pojawi sie na ekranie

m Maxima rozréznia wielko$¢ liter, tak wiec funkcje £ (x) i F(x) nie s3 tym samym
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Podstawy. Praca z programem

m Maxima dziata w trybie wejs¢ %i (od input) i wyj$¢ %o (od output). Wejscia jak i
wyjscia sa numerowane, co w potaczeniu z %i albo %o tworzy unikalny identyfikator
Kazda instrukcje koficzymy ; lub $. Uzycie tego drugiego powoduje, ze wynik
obliczen nie pojawi sie na ekranie

Maxima rozréznia wielko$¢ liter, tak wiec funkcje £(x) i F(x) nie s3 tym samym

m Zmienna % przechowuje wynik ostatniego polecenia
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Podstawy Praca z programem

Podstawy. Praca z programem

m Maxima dziata w trybie wejs¢ %i (od input) i wyj$¢ %o (od output). Wejscia jak i
wyjscia sa numerowane, co w potaczeniu z %i albo %o tworzy unikalny identyfikator

m Kazdjg instrukcje konczymy ; lub $. Uzycie tego drugiego powoduje, ze wynik
obliczen nie pojawi sie na ekranie

m Maxima rozréznia wielko$¢ liter, tak wiec funkcje £ (x) i F(x) nie s3 tym samym

m Zmienna % przechowuje wynik ostatniego polecenia

m Zmienna %% przechowuje natomiast wynik ostatniego wyrazenia w ciagu instrukcji
ograniczonych () (co$ na ksztatt potoku)

(%i1) (integrate(sin(x),x),diff (%%,x),ev(%%,x=0));
(hot) 0

4z
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m Operatory
m arytemtyczne +, -, *, \

m potegowanie ~, **
B mnozenie macierzy .
n

silnia !, podwdjna silnia !'!
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m Operatory
m arytemtyczne +, -, *, \
m potegowanie ~, **
B mnozenie macierzy .
m silnia !, podwdjna silnia !'!
m Operator przypisania
B : przypisanie warto$¢ do zmiennej lub wyrazenia x:3, y:%03
m := definicja funkcji, wymagany conajmniej jeden argument 1n(x) :=log(x)/log(e)
m operatory :: i ::=
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m Operatory

arytemtyczne +, -, *, \
potegowanie =, **
mnozenie macierzy .

silnia !, podwdjna silnia !'!

m Operator przypisania

B : przypisanie warto$¢ do zmiennej lub wyrazenia x:3, y:%03
m := definicja funkcji, wymagany conajmniej jeden argument 1n(x) :=log(x)/log(e)
m operatory :: i ::=
m State
m e - podstawa logarytmu naturalnego
m /i - jednostka urojona
m/pi-m
m inf - oo
m minf - —oo (lepiej uzywac minf niz -inf)
B ’gamma - stata Eulera
m J%c %kl %k2 - state catkowania réwnan rézniczkowych pierwszego i drugiego rzedu

4z
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Podstawowe funkcje matematyczne:

m sin(), cos(), sec()= —L-, tan(), cot() ...
asin(), acos(), asec(), atan(), acot() ...
sinh(), cosh(), tanh(), coth() ...
asinh(), acosh(), atanh(), acoth() ...
log (), abs(), sart(), exp() .
erf(), beta(), gamma(), bessel() ...

4z
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Inne wazne operatory i funkcje:

m’

[

[

(apostrof) instrukcja ktéra poprzedza nie jest wykonywana
%il) 'diff(sin(x),x);

%01) ——sin(x]
(%01) asmx
(%1i4) ‘'integrate(x/(1+x"3),x)=integrate(x/(1+x"3),x);

2x -1
x log()(2 S x+ 1] atan[ NE) ] log(x+1])
(%04) dx= + _
a1 6 NE 3

m ’’ ponowne wykonanie instrukcji

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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iz
Podstawy. Listy

Podstawowym sposobem reprezentowania danych sa listy:
(%i1) 1:01,2,3,5];
(%o1) [1, 2, 3, 5]
(%i2) 1[2]1;
(%02) 2
m listg jest jest wszystko ujete w klamry []
m pierwszy element listy ma indeks 1

m 1[n] = n-ty element listy 1

4z
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Podstawowe funkcje operujace na listach

makelist(expr, i, start, stop) makelist(expr,i,lista)

Tworzy liste ktérej elementy powstaja poprzez obliczenie wartosci wyrazenie expr dla

wszystkich catkowitych i od start do stop
(%i1) L:makelist(sin(n/2*%pi),n,0,4);

(o) [0, 1, 0, - 1, 0]
(%i2) P:makelist(%i"n,n,0,4);

(%02) [1, %i, - 1, - %i, 1]
(%i3) losowe:makelist(random(10),i,1,5);

(%03) [2, 2, 4, 5, 4]

W drugim wariancie zmienna i przybiera kolejno wartosci elementéw z listy lista

(%i4) makelist(2°n,n,[1,2,3]);
(hod) [2, 4, 8]

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Podstawowe funkcje operujace na listach

makelist(expr, i, start, stop) makelist(expr,i,lista)

Tworzy liste ktérej elementy powstaja poprzez obliczenie wartosci wyrazenie expr dla
wszystkich catkowitych i od start do stop

(%i1) L:makelist(sin(n/2*%pi),n,0,4);

(o) [0, 1, 0, - 1, 0]
(%i2) P:makelist(%i"n,n,0,4);

(%02) [1, %i, - 1, - %i, 1]
(%i3) losowe:makelist(random(10),i,1,5);

(%03) [2, 2, 4, 5, 4]

W drugim wariancie zmienna i przybiera kolejno wartosci elementéw z listy lista

(%i4) makelist(2°n,n,[1,2,3]);
(hod) [2, 4, 8]

append(listal,lista2,...,listan)
"Skleja" listy bedace jej argumentami w jedna

(%15) append([1,2,3,4],[a,b,c],[A,B,D,E]);
(%05) [1, 2, 3, 4, a, b, c, A, B, D, E]
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map(f,listal,lista2,...,listan)

Whynikiem dziatania funkgcji jest lista
[f(listall[1],...,listan[1]),....,f(listal[m],....,listan[m])]
gdzie m=dtugos¢ wszystkich list.

(%i1) map(sin,[0,1,2]1);

(o) [0, sin(1), sin(2)]
(%i2) map("+",[1,2,3],[a,b,c]);
(%02) [a+1, b+ 2, c+ 3]

bo a + b = +(a,b). Aby skorzysta¢ z wtasnej funkgcji f musimy uzy¢ funkcji lambda
(%13) map(lambda([x],x"2),[1,2,3]1);

(%03) [1, 4, 9]
(%i4) map(lambda([x,y],x"2+y),[1,2,3],[a,b,c]);
(hod) [a+1, b+4, c+9]

4z
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apply(f,lista)
Wynikiem funkcji jest warto$¢ wyrazenia £ (lista)
(%i1) L:makelist(x"n,n,0,3);

2 3
(o) [1, x, x, x1
(%i2) apply("+",L);
3 2
(%02) X +x +x+1
(%13) apply("*",L);
6
(%03) x
(%i4) apply(min,[1,2,-3]);
(%o4) -3
(%i5) (assume(x>1),apply(min,L));
(%o5) 1
Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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sort (L), sort(L,P)

sort (L) sortuje liste w kolejnosci rosnace;j.

W drugim wariancie P jest predykatem, czyli funkcja bedaca kryterium sortowania.
(%i1) L:[-1,2,-4,0,8,1];

(%o1) [-1, 2, - 4, 0, 8, 1]
(%i2) sort(L);
(%ho2) [-4, -1, 0, 1, 2, 8]

(%i3) porownaj(x,y):=(if abs(x)>abs(y) then true else false)$
(%i4) sort(L,porownaj);
(%o4) [8, -4, 2, -1, 1, 0]

Do dyspozycji mamy jeszcze wiele innych funkcji np. 1min(), 1max (), member (),
listp(), cons() .... Doktadny spis w manualu.

4z
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declare(a_1l,p_1,a_2,p_2,....)
Przypisuje atomowi a; wtasciwos¢ p; (atom = np. liczba,zmienna,tekst)
m constant - atom jest stata
m even, odd - parzyste/nieparzyste
m real, imaginary, complex
B integer

(%i1) declare(n,integer,C,constant);

(%o1) done
(%i2) sin(nxpi);
(%ho2) 0
(%i3) cos(n*%pi);

n
(%03) -1
(%i4) [diff(C),diff(y)];
(%hod) [0, del(y)]

4z
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assume(zalozeniel, ...,zalozenien)

Dodaje zatozenie co do wielkosci wystepujacych w danej sesji

(%i1) assume(x>0,y<-1,z>=0);

(%o1) [x >0, y<-1, z>= 0]
(%i2) factsQ;

(%02) [x >0, -1>y, z> 0]
(%i3) is(x>y);

(%03) true

(%i4) is(x"2>y"2);

(%o4) unknown

(%i5) is(exp(x)>exp(y));

(%05) true

(%i6) is(z>0);

(%06) unknown

(%i7) is(z+x>0);

(%oT) true
is(expr)

Okresla czy expr moze by¢ prawdziwe

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny
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assume(zalozeniel, ...,zalozenien)
Dodaje zatozenie co do wielkosci wystepujacych w danej sesji

(%i1) assume(x>0,y<-1,z>=0);

(%o1) [x >0, y<-1, z>= 0]
(%i2) factsQ;

(%02) [x >0, -1>y, z> 0]
(%i3) is(x>y);

(%03) true

(%i4) is(x"2>y"2);

(%o4) unknown

(%i5) is(exp(x)>exp(y));

(%05) true

(%i6) is(z>0);

(%06) unknown

(%i7) is(z+x>0);

(%oT) true
is(expr)

Okresla czy expr moze by¢ prawdziwe

forget(zalozeniel, ...,zalozenien)
Zapomina dane zatozenie poczynione za pomoca assume
(%i8) forget(x>0);

(%08) [x > 0]
(%19) is(x>y);
(%09) unknown
Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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ev(expr,argl,arg2,argn)

Wykonuje (=oblicza) wyrazenie expr zgodnie z argumentami:
® simp

expand

diff oblicza wszystkie pochodne w wyrazeniu

float

nouns wykonuje wszystkie wyrazenia nominalne w expr np. *diff (),
’integrate(), ’sum()

m varl=a,var2=b, ... oblicza warto$¢ wyrazenia gdy zmienne varl, var2 s3 réwne
odpowiednio a, b

(%i1) sin(x)+cos(y)+’diff (sin(w),w);

d
(hol) cos(y) + sin(x) + -- (sin(w))
dw
(%i2) ev(%,nouns) ;
(%02) cos(y) + sin(x) + cos(w)
(%13) ev(%,x=0,y=Y%pi/2);
(%03) cos(w)

4L
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Duze liczby - przyktad

Paradoks urodzinowy:

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w grupie n oséb przynajmiej dwie beda miaty urodziny
tego samego dnia

365 364 363 365 —n 1 365!
X X 1

P(n) =1— 202 202 903 —1-
(n) 365 356 356 356 365" (365 — n)!

(%i1) P(n):=1-1/365"n*365!/(365-n)!$
(%i2) float(P(30));
(%02) .7063162427192686

0.9 - L i
08 - . i
0.7 + g
0.6 - + B
0.5 + -
0.4 + g

0.3 - v 4

0.2

0.1

+
+
pextt 1

n

Rafat Topolnicki

5 10

Maxima - przewodnik praktyczny

40 45 50
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Algebra Rozwijanie wyrazen

Rozwijanie wyrazen

expand (expr), expand (expr,p,n)
expand () jest podstawowa funkcja uzywana do rozwijania wyrazen. Parametry p i n
lokalnie zmieniajg wartosci zmiennych:
m maxposex domysinie: 1000 - gdy wyktadnik wyrazenia jest wiekszy niz maxposex
wyrazenie nie jest rozwijane
m maxnegex domysinie: 1000 - gdy wyktadnik wyrazenie jest mniejszy niz -maxnegex
wyrazenie nie jest rozwijane
(%i1) expand((a+b)~5);

5 4 2 3 3 2 4 5
(%o1) b +5ab +10a b +10a b +5a b+a
(%i2) expand((a+b)~5,3);
5
(%02) (b + a)

4z
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Algebra Rozwijanie wyrazen

Zachowanie programu okresla réwniez szereg zmiennych:
m expop domysinie: 0 najwyzszy wyktadnik wyrazenie, ktére jest automatycznie
rozwijane
(%i1) (atb)"2;

2
(%o1) (b + a)
(%i2) (a+b)"2,expop=3;
2 2
(%02) b +2ab+a

m expon domysinie: 0 -najnizszy wyktadnik wyrazenie, ktére bedzie automatycznie
rozwijane
m logexpand domysinie: true kontroluje rozwijanie logarymtéw log(a - b), log(a®)

m true wyrazenie typu log(a®) zostanie uproszczone do blog(a)
m all dodatkowo wyrazanie typu log(a - b) zostanie uproszczone do log(a) + log(b)
m false brak uproszczen

m radexpand domysinie: true kontroluje upraszczanie pierwiastkéw

4z
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Algebra Rozwijanie wyrazen

ratexpand (expr)

Stuzy do rozwijania wielomianéw. Szybsza od expand () oraz doktadniejsza w
poszukiwaniu wspélnych dzielnikéw:

(%hi1) el:(x-1)/(x+1)"2 + 1/(x-1);

x -1 1
(foty — mmmmme- + -
2 x -1
(x + 1)
(%i2) expand(el);
b4 1 1
(%02) - + -
2 2 x -1

x +2x+1 x +2x+1
(%i3) ratexpand(el);

(%03) By

Eov e = w =il Bt = w e il

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

Upraszczanie wyrazen

ratsimp (expr)
Wykonuje uproszczenia na wyrazeniach wymiernych:
(%i1) sin(x/(x"2+x)) = exp((log(x)+1) 2-log(x)~2);

2

2
X (log(x) + 1) - log (x)

(%o1) sin(------ ) = e

2

X + X
(%i2) ratsimp(%);

1 2
(%02) sin(----- ) = Y%e x
x+1

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

fullratsimp (expr)
Wielokrotnie stosuje uproszczenia wymiarne:
(%i1) expr: (x~(a/2) + 1)"2*(x"(a/2) - 1)°2/(x"a - 1);

a/2 2 a/2 2
(x -1 (x +1)
(o)
a
x -1
(%i2) ratsimp (expr);
2 a a
bd -2x +1
(%02)  mmmmmmmmee e
a
x -1
(%i3) fullratsimp (expr);
a
(%03) x -1
(%i4) ratsimp(%02);
a
(%o4) x -1

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

rootscontract (expr)

Zamienia iloczyn pierwiastkéw na pierwiastek iloczyniu. O zachowaniu decyduje wartosé¢
zmiennej rootsconmode:

m false upraszcza jedynie pierwiastki ktérych mianowniki sg takie same
m true uproszcza réwniez wtedy gdy mianowniki s3 swoimi wielokrotnos$ciami

m all upraszcza zawsze, sprowadza mianowniki do NWW

(%i1) pl:x~(1/2)*y~(3/2)$
(%i2) p2:x~(1/2)*xy~(1/4)$
(%1i3) p3:x~(1/2)*y~(1/3)$

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

logcontract (expr)

Zamienia al*log(bl)+a2*log(b2)+c na log(ratsimp(bl~al*b2~a2))+c

(%i1) a*(axlog(x)+bxlog(y)+a*d*xlog(z~2/2));

(%o1) a (a d log(z) + b log(y) + a log(x))
(%i2) logcontract(%);

2 2
(%o02) a d log(z) + a b log(y) + a log(x)

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

factor (expr)

Faktoryzuje wyrazenie tzn. zapisuje w takiej postaci aby ostatnim wykonywanym
dziataniem byto mnozenie/dzielenie

(%i1) factor(2°65+3765);

2

(%o1) 5 11 79 131 4057 5981 149166625778220961
(%12) factor(expand((x+1) 2*(x-1)"11));

11 2
(%02) (x - 1) (x + 1)
(%i3) factor(1+x~12);

4 8 4

(%03) x +1) x -x +1)
(%i4) factor(x~2+1);

2
(%ho4) x +1

5

L
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Algebra Upraszczanie wyrazern

factor (expr)

Faktoryzuje wyrazenie tzn. zapisuje w takiej postaci aby ostatnim wykonywanym
dziataniem byto mnozenie/dzielenie
(%i1) factor(2°65+3765);

2

(%o1) 5 11 79 131 4057 5981 149166625778220961
(%12) factor(expand((x+1) 2*(x-1)"11));

11 2
(%02) (x - 1) (x + 1)
(%i3) factor(1+x~12);

4 8 4

(%03) x +1) x -x +1)
(%i4) factor(x~2+1);

2
(%ho4) x +1

gfactor (expr)
Dopuszcza uzycie liczb zespolonych przy faktoryzowaniu
(%i5) gfactor(x~2+1);

(%05) (x - %hi) (x + %i)
(%i6) gfactor(x~4-1);
(%06) (x - 1) (x+1) (x - %) (x + %i)
(%i7) gfactor(x"6+1);
2 2 i
(%o7) (x - %) (x+%1) (x -%ix-1) (x +%ix-1) L

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009 27 / 148



Algebra Upraszczanie wyrazern

trigsimp (expr)
Stosuje uproszczenia sin 2 4 cosz® = 1 oraz cosh z? — sinh 2*> = 1 do wyrazei
zawierajacych funkcje trygonometryczne i hiperboliczne

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

trigsimp (expr)
Stosuje uproszczenia sin 2 4 cosz® = 1 oraz cosh z? — sinh 2*> = 1 do wyrazei
zawierajacych funkcje trygonometryczne i hiperboliczne

trigreduce (expr)

Zamienia potegi i iloczyny wyrazen trygonometrycznych i hiperbolicznych na krotnosci i
sumy ich argumentéw. Ruguje funkcje trygonometryczne z mianownikéw wyrazen
wymiernych

(%i1) trigreduce(-sin(x) ~2+3*cos(x) 2+x);

cos(2 x) cos(2 x) 1 1
(%o1) + 3 ( + )y =
2 2 2 2
(%i2) trigreduce(cos(x)*sin(y)+sin(x)*cos(y));
(%02) sin(y + x)

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

Pakiet ntrig

Po jego zatadowaniu wyrazenia typu f (n%pi/10) gdzie f to sin, cos, tan, csc, sec,
cot bada domyslnie obliczane

(%i1) sin(11/10%%pi);

(hot) gilia(====== )

(%i2) load(ntrig);

(%02) /usr/share/maxima/5.18.1/share/trigonometry/ntrig.mac

(%i3) sin(11/10%%pi);

1 - sqrt(5)
%o3) e

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

Za uproszczenia trygonometryczne odpowiada réwniez szereg zmiennych

m trigsign true/false warto$¢ true powoduje uproszczenia typu sin(—z) = —sinx

m halfangles false/true f(5) = F(f(z)) gdzie f to dowolna funkcja
trygonometryczna np:
sin(x/2);

»

VI—cosz (~1)L7%]
V2

m triginverses true/all/false kontroluje upraszczanie ztozen funkcji
trygonometrycznych/hiperbolicznych z ich funkcjami odwrotnymi
m all: af (£(x)) i f(af(x)) =x
B true: af (£(x)) nie podlega uproszczeniu
m false: zadne uproszczenia nie s3 wykonywane

gdzie f i af to odpowiednio dowolna funckja trygnometryczna lub hiperboliczna i jej
funkcja odwrotna.

4z
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Algebra Upraszczanie wyrazern

trigexpand (expr)

Rozwija wyrazenia zawierajace funkcje trygonometryczne. Zachowanie zalezy od
zmiennych:

m halfangles

m trigexpandplus true/false rozwija funkcje, ktérych argumentem jest suma/réznica
np. sin(x+y)

m trigexpandtimes true/false rozwija funkcje, ktérych argumentem jest iloczyn
sin(2*x)

4z
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Algebra Algebra liniowa

Macierze

matrix([wiersz1],....,[wierszn])

Tworzy macierz sktadajaca sie z n wierszy. Kazdy wiersz jest réwnoliczng lista.
Dozwolone operacje:

m +, -, *, \ odpowiadajacych sobie elementéw
B " potegowanie elementow A~3=A%AxA
® . mnozenie macierzy (nieprzemienne)

m " potegowanie macierzy A""3=A.A.A

entermatrix(m,n)

Interaktywny sposéb wprowadzania macierzy m x n.

(%i1) M:entermatrix(3,3);

Is the matrix 1. Diagonal 2. Symmetric 3. Antisymmetric 4. General
Answer 1, 2, 3 or 4 :

2;
Row 1 Column 1:

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009

4L

32 /148



Algebra Algebra liniowa

Wybrane funkcje operujace na macierzach:
m determinant (M) wyznacznik macierzy M
m adjoint (M) macierz dotaczona do M

m invert (M) macierz odwrotna do M
(hit)M:
matrix([al,bl,cl,d1], [a2,b2,c2,d2], [a3,b3,c3,d3], [a4,bd,cd,d4])

al bl ¢l dl
a2 b2 2 d2
a3 b3 3 d3
ad b4 c4 d4

(%i2)ratsimp(M.invert (M))

[N
o o = O
o= oo
— O O O

4z
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Algebra Algebra liniowa

Wybrane funkcje operujace na macierzach cd:
m charpoly (M, x) wielomian charakterystyczny det(M — zI)

m rank(M) rzad macierzy M

transpose (M) macierz transponowana

mat_trace (M) $lad macierzy

4z
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Algebra Algebra liniowa

Po zatadowaniu pakietu eigen load(eigen) do dyspozycji mamy réwniez:

m eigenvalues(M) zwraca liste zatozona z dwdch list. Pierwsza z nich to lista
wartosci wtasnych, druga to ich krotnosci.
(%i1) load(eigen);

(%ol) /usr/share/maxima/5.18.1/share/matrix/eigen.mac
(%i2) A:matrix([0,0,1],[0,1,0],[1,0,0]1)%$

(%i3) eigenvalues(A);
(%03) [f-1, 11, [1, 211
(%i4) charpoly(A,a);

2
(%o4) (1-a)a +a-1
(%i5) solve(%,a);
(%05) [a=-1, a=1]
(%i6) multiplicities;
(%086) [1, 2]

m eigenvectors(M) zwraca wartosci i wektory wtasne:

m Maxima < 5.19.x
Pierwszy element listy to wartosci wynik polecenia eigenvalues(M) a kolejne to
wektory wtasne

(%i6) eigenvectors(A);
(%06) cee- ¢, 131, 1, 211, [1, o, - 11, [1, O, 11, [0, 1, 011

4L
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Algebra Algebra liniowa

Po zatadowaniu pakietu eigen load(eigen) do dyspozycji mamy réwniez:

m eigenvalues(M) zwraca liste zatozona z dwéch list. Pierwsza z nich to lista
wartosci wtasnych, druga to ich krotnosci.

(%i1)
(%o1)
(%i2)

(%i3)
(%03)
(%id)

(%o4)
(%15)
(%05)
(%16)
(%06)

load(eigen) ;
/usr/share/maxima/5.18.1/share/matrix/eigen.mac
A:matrix([0,0,11,[0,1,0]1,[1,0,01)$

eigenvalues(A);

[-1, 11, [1, 211
charpoly(A,a);

2

(1-aa +a-1
solve(%,a);

[a=-1, a=1]
multiplicities;

[1, 2]

m eigenvectors(M) zwraca wartosci i wektory wtasne:

Maxima > 5.19.x

Pierwszy element listy to wartosci wynik polecenia eigenvalues(M). Nastepny to lista,
ktoérej kazdy element to wszystkie wektory wtasne odpowiadajace danej wartosci
wiasnej

(%16) eigenvectors(A);

(%o86) (ee-1,11,01,213,0001,0,-11]1,[[1,0,1],[0,1,0]11]] =

qiL
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Algebra Liczby zespolone

Liczby zespolone

conjugate (x)
Zwraca liczbe sprzezong do x
(%hil) zl:a+bx%i;

(ko) b+ a
(%i2) declare(R,real,I,imaginary);

(%ho2) done

(%13) conjugate([z1,R,I]);

(%03) [a - %i b, R, - I]

4z
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Algebra Liczby zespolone

Liczby zespolone

conjugate (x)
Zwraca liczbe sprzezong do x
(%i1) zl:a+b*¥i;

(o) % b+ a
(%i2) declare(R,real,I,imaginary);

(%02) done

(%13) conjugate([z1,R,I]);

(%03) [a - %i b, R, - I]
abs (expr)

Zwraca warto$¢ bezwzgledng (modut) wyrazenia expr

4z
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Algebra Liczby zespolone

Liczby zespolone

conjugate (x)
Zwraca liczbe sprzezong do x
(%i1) zl:a+b*¥i;

(o) % b+ a
(%i2) declare(R,real,I,imaginary);

(%02) done

(%13) conjugate([z1,R,I]);

(%03) [a - %i b, R, - I]
abs (expr)

Zwraca warto$¢ bezwzgledng (modut) wyrazenia expr

realpart (expr) , imagpart (expr)

Zwraca cze$¢ rzeczywista/urojong expr

4z
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Algebra Liczby zespolone

carg(z)
Zwraca argument gtéwny liczby z
(%i1) carg(1);

(%o1) 0
(%12) carg(exp(%pi*%hi));
(%02) %pi

4z
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Algebra Liczby zespolone

carg(z)
Zwraca argument gtéwny liczby z
(%i1) carg(1);

(%o1) 0
(%12) carg(exp(%pi*%hi));

(%02) %pi
polarform(z)

Zapisuje liczbe z € C w postaci trygonometrycznej r exp(ip) gdzie r, o € R

(%i1) polarform(a+%i*b) ;

2 2 %i atan2(b, a)
(%o1) sqrt(b + a ) %e
(%i2) polarform(e*(cos(2)-%i*sin(2)));

sin(2)
%i (- atan(---—-——- ) - Jpi)
2 2 2 2 cos(2)
(%02) sqrt(%e sin (2) + %e cos (2)) %e
(%i3) trigreduce(%);
1-27%i
(%03) e

4z
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Algebra Liczby zespolone

rectform(z)

Zapisuje liczbe z € C w postaci dwumianowej a + ib gdzie a,b € R
(%i6) rectform(%ol);
2 2
Is b + a positive or zero? p;
(%06) % b+ a

4z
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Algebra Liczby zespolone

rectform(z)
Zapisuje liczbe z € C w postaci dwumianowej a + ib gdzie a,b € R

(%i6) rectform(%ol);
2 2
Is b + a positive or zero? p;
(%086) %i b + a

demoivre(z)

Zapisuje liczbe z € C w postaci trygonometrycznej 7 (cos ¢ + isin ) gdzie r = |z
¢ = Arg(2)

(%i7) demoivre(%o02),trigreduce;

ChoT) %e %i sin(2) - %e cos(2)

1

4z
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RSVLELIER linsolve

Réwnania liniowe

linsolve(lista_rownan, lista_niewiadomych)

linsolve rozwiazuje uktady réwnan liniowych:

2¢ +4y+02z4+11p = 8
5T +y+ %z = -1
T+y+z+p = 0
(%i1) eql:2%x+4*y+0.2%z+11*xp=8%
(%i2) eq2:11/12%x+y=3%
(%i3) eq3:3/2%x+7/2%z+y=-1$
(%i4) eq4d:x+y+z+p=0$
(%i5) rown:[eql,eq2,eq3,eq4dl$
(%i6) rozw:linsolve(rown, [x,y,z,pl);
rat: replaced 0.2 by 1/5 = 0.2
6996 7400 790 1194
(%08) == o=, o o= B= ===, p= = ===]
329 329 329 329
(%i7) ev(rown,rozw);
(%hoT) [8.0=8,3=3,-1=-1, 0=0] =N

vy
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Réwnania [EESIVS

Réwnania. solve

solve (expr,var)

Funckja solve() stara sie rozwiazaé symbolicznie dowolne réwnanie lub ukfad réwnan.
Pierwszym argumentem jest wyrazenie zawierajace niewiadoma var. Moze by¢ ono dane
w trzech postaciach:

m f(x)=g(x)
m f(x)=0
m f(x)

Dwie ostatnie postaci s réwnowazne. Gdy réwnanie zawiera tylko jedng zmienng, mozna
opuscié drugi argument. Wynik zwrécony jest w postaci listy.

4z
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RSVLELIER solve

(%1i1) eql:expand((x+1)"2x(x-1));

3 2
(%o1) x +x -x-1
(%i2) solve(eql);
(ho2) [x =1, x = - 1]
(%i3) multiplicities;
(%03) [1, 2]

Lista multiplicites przechowuje krotnosci znalezionych pierwiastkéw.

Maxima stara sie znajdowa¢ doktadne rozwiagzania. Czasami wiarze sie to z utrata
rozwigzan - wyswietlany jest wtedy stosowny komunikat:

(%19) solve(sin(x)=1/2);

solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%09) [x = ——-]

Rozwigzania nie muszg by¢ rzeczywiste:

(%i11) solve(x~3-1);
sqrt(3) %i - 1 sqrt(3) %i + 1
(%o11) [x = , X = - , x = 1]
2 2

4L
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RSVLELIER solve

Rozwigzemy réwnanie kwadratowe i sprawdzimy rozwigzania:

(%i1)
(%o1)
(%i2)
(%o2)
(%i3)

(%03)

(%hid)
(%o4)

£ (x) :=a*x"2+b*x+cC;

2
f(x) :(=ax +bx+c
rozw:solve (f(x),x);
2 2
sqrt(b -4 ac) +b sqrt(b -4 ac) - b
[x = - , X = 1
2 a 2 a
wart :map(rhs,rozw) ;
2 2
sqrt(b -4 ac) +b sqrt(b -4ac) -b
[- , ]
2 a 2 a
(map (f,wart) ,expand (%%)) ;
[0, 0]

Rafat Topolnicki

Maxima - przewodnik praktyczny
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RSVLELIER solve

solve([eqgnl, ...,eqnn], [x1,...,xn])
Rozwiazuje uktad n réwnan algebraicznych o n niewiadomych.
(%i1) rown: [x~2+y~2=1,x+3*y=0];

2 2
(%o1) [y +x =1,3y+x=0]
(%i2) rozw:solve(rown, [x,y]),rootscontract;
3 1 3 1
(%02) [[x = - , Y = 1, [x = , ¥y = - 11
sqrt (10) sqrt (10) sqrt (10) sqrt (10)

(%i3) for i thru 2 do
for j thru 2 do (
ev(rown[il,,rozw[j]) ,disp(1hs(%%)-rhs(%%)) );
0
0

0

4z
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Metody numeryczne

realroots(W), realroots(W,dokladnosc)

Znajduje metoda bisekcji wszystkie rzeczywiste pierwiastki wielomianu. Wspétczynniki
wielomianu musza by¢ liczbami wymiernymi (nie %pi, %e). Drugi parametr definiuje
doktadnoé¢ z jaka szukany jest pierwiastek - domyélnie jest to 1077,

(hit)
(%i2)

(%02)
(%13)

(%03)
(%i4)
(%hod)
(%i5)
(%05)

(%i6)
(%06)

W:-x"5-x"4-3%x"3+x"2+1$

solve (W) ;

rozw:realroots (W) ;

33554432
float (ev(W,rozw));
- 1.6116037715156115e-7
rozw2:realroots(W,1le-12);
1559727313253
B3 B === ]
2199023255552
float (ev(W,rozw2));
1.454998872258234e-12

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny
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allroots (W)

Numerycznie znajduje przyblizone wartosci rzeczywistych i zespolonych pierwiastkéw
wielomianu W jednej niewiadomej. Gdy W jest rzeczywistym wielomianem uzycie
allroots(%i*W) moze podaé doktadniejsze wyniki niz allroots (W)

(%i7) allroots(W);
(%07) [x = .7092818638073147, x = 0.62408254372636 %i - .2232644778356121,

x = - 0.62408254372636 i - .2232644778356121,
x = 1.676467898169772 i - .6313764540680453,
x = - 1.676467898169772 %i - .6313764540680453]

w tym wypadku allroots(W) i allroots(%i*W) zwracaja praktycznie ten sam wynik

4z
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find_root(f,a,b)
Numerycznie znajduje pierwiastek funkcji £ wewnatrz przedziatu [a, ]

m Gwarantuje znalezienie pierwistka jesli istnieje

m Koiczy dziatanie po znalezieniu pierwszego (=najmniejszego) pierwiastka
m Wartosci f(a) i f(b) musza by¢ réznych znakéw tj. f(a)f(b) <O

Szukamy pierwiastkéw réwnania f(z) = exp(z?)sin(Z) + cos(ex) w przedziale [—1, 1.5]

(hi1)
(%i2)
(%i3)
(%03)
(%id)
(%od)

1

0.5

0

-0.5

-1

-0.

5 0 0.5

£ (x) :=exp(x~2)*sin(x/%pi)+cos (%e*x)$

fpprintprec:9$

find_root (f(x),-1,3/2);

float (£(%));

Rafat Topolnicki

.502014095

1.66533454e-16
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Metoda Newtona

newton (expr,var,x_0, eps)

Zwraca przyblizong warto$¢ pierwiastka wyrazenia expr zmiennej var znaleziong metoda

Newtona (metoda stycznych). Poszukiwania zaczyna od x=x_0 a koriczy gdy

abs (expr)<eps. Poréwnanie to, naktada jedyny warunek na postaé expr. Funckja
znajduje sie w pakiecie newtonl.mac

(%i6) load(newtonl);

(%06) /usr/share/maxima/5.18.1/share/numeric/newtonl.mac
(%i7) newton(f(x),x,-1/2,1/1000);

0.5
.210078698 - 1.28402542 sin(---)
%pi
(ho?) - - 0.5
0.5
1.28402542 cos(---)
0.5 hpi
1.28402542 sin(---) + —====mmmmmmmmmmmmmm + 2.65762187
%pi %pi
(%i8) float (%) ;
(%08) - .502015933
(%19) float(£(%));
(%09) - 6.013395935e-6
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EiE
Wykresy

Maxima wszystkie wykresy tworzy domyslnie za posrednictwem gnuplota. Komunikacja
miedzy programami odbywa sie na dwa sposoby, w zaleznoéci od metody rysowania

m za posrednictwem potokdw - lubi nie dziataé w systemach MS Windows
m za posrednictwem plikéw tymczasowych - mniej elegancja ale skuteczniejsza forma

Omawiany pakiet draw.mac dziata w oparciu o drugg metode

4z
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aiE

Pakiet draw.mac

m Wymaga Gnupota > 4.2, Maxima > 5.14

m Pakiet wtaczamy poleceniem load(draw) - trwa to chwile
m Mozliwosci
m Wykresy 2D (R — R)
Wykresy 3D (R? — R)
Wykresy parametryczne
Wykresy funkcji uwiktanych
Kontury
" Animacje”

4z
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- Gnuplot - - E g#te@aeaa "7

-4

=
A T

-£

g
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

00740792 2.47038 -2.47826, 5.74036

draw2d (explicit(x"3,x,-2,2));
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= Gnuplot - 8 x % - ] Q Q @ X ?
- [
6 8 T T T
s d
4
a4 i
2 S L 4
0 o]
-2 -2 -
" 4 b
s i
- & 1 I I 1 1 I
-8 -2 -15 -1 -0.5 L] 0.5 1 15 2
2 -1,5 -1 05 0 0.5 1 1.5 2
0i0743792 2 47@ -2,47826, 5.74036
draw2d (explicit(x"3,x,-2,2)); draw2d (

line_width=3,
color=blue,
xaxis=true,
xaxis_color=red,
yaxis=true,
yaxis_type=solid,
explicit(x"3,x,-2,2),
terminal=wxt)
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20

draw2d (

line_width=2,

grid = true,

key ="y = x"2/(x-2)",
15 yrange [-10,20],

color = red,

explicit(x~2/(x-2),x,-9,156),
/*asymptoty*/

line_width=1,

key =

line_type = solid,

color = blue,

explicit(x+2,x,-9,15),

nticks = 70,
y=xt+2 parametric(2,t,t,-10,20),
/*strzalkix/
0 head_length = 0.3,
color = black,
line_type = solid,
vector([5.35,2.45],[-1.53,3.25]),
5 vector([-1,7.5],[3,0]),
label_alignment = left,
label(["y = x+2",6,2.5]),
label_alignment = right,
10 label(["x = 2",-1.7,7.5]),

-5 o 5 10 15 terminal=wxt);

y=x" 2;’(x-2)

10

Ne

L
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N L L \'kresy 2D
Zbiory punktéw

Do rysowania zbioréw punktéw uzywamy polecenia points(arg) gdzie arg to
wspotrzedne punktéw w postaci:

m [[x1,y1],[x2,y2],...., [xn,yn]]
m [[x1,x2,...,zn], [y1,y2,...,yn]l]

1
0.8
0.8
ot L:makelist([i/10,sin(i/10)],

i,0,100)$

0,2 draw2d(

4 point_type=6,
2 color=blue,

. points_joined=true,
0.4 points(L),
08 color=red,
s explicit(0,x,0,10));

-1

0 2 4 [ 8 10

4,82778, 0,372613 &
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Wiy &P
Wykresy 3D

draw3d(explicit (exp(-x"2-y~2),x,-3,3,y,-3,3))

SCoooooooDo
S RO e LT 00 O

viewd 60,0000, 30,0000  scaler 1,00000, 1,00000 -g
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Uzycie opcji hide_surface=true powoduje ukrycie niewidocznych linii

draw3d(hide_surface=true,explicit(exp(-x~2-y~2),x,-3,3,y,-3,3))

wiew: B0OL0000, 30,0000  scaler 1,00000, 1,00000
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draw3d (

=2,

xaxis_width:

solid, xaxis_color=red,

xaxis=true, xaxis_type=

yaxis=true, yaxis_type

zaxis

=2,

width
width

solid, yaxis_color=red, yaxis_

=2,

zaxis_

=red,

true, zaxis_type=solid, zaxis_color

grid=true,

user_preamble="set xyplane at 0",

H

=8,3))

M)

B

explicit(exp(-x~2-y~2),x,-3,3

kit
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Kolorowanie wykresu

Do kolorowaniem wykresu zarzadza zmienna enhanced3d, odpowiednik opcji
setpm3d, sethidden3d z gnuplota.
draw3d(enhanced3d=true,explicit(exp(-x~2-y~2),x,-3,3,y,-3,3))

ScCoooooooooR
[ R e R )

Soooooooo
SR (T 00 W

4z
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draw3d(enhanced3d=true,palette=gray,colorbox=false,
explicit(exp(-x~2-y~2),x,-3,3,y,-3,3))

view: B0O0000, 30,0000  scaler 1,00000, 1,00000
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Domyslnie kolor odpowiada wartosci funkcji w danym punkcie. Do zmiennej enhanced3d
mozemy przypisa¢ dowolng funkcje, ktérej wartos¢ bedzie odwzorowywana w kolor
draw3d(enhanced3d=sqrt (x"2+y~2) ,explicit(exp(-x~2-y~2),x,-3,3,y,-3,3))

Soooooo oD
E=Y e IV T Rt T

wiewy BOL0000, 30,0000  scaler 1,00000, 1,00000 &
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Wykresy parametryczne

Uzycie polecenia parametric() pozwala na tworzenie wykreséw funkcji parametrycznych.

s T T 7

T
Rownanie parametryczne ——=

S L — i r = cost

1
-1 -0.5 0 0.5 1

draw2d (explicit(6x,x,0,1),
color=red,key="Rownanie parametryczne",parametric(cos(t),t,t,0,2*%pi),terminal=wxt);

4z
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WWSCS Wykresy parametryczne

0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1

-1

draw2d (

color=red,key="r=0.100, nticks=29",
parametric(0.1*txcos(t),0.1*t*sin(t),t,0,4*)pi),
color=blue,key="r=0.105, nticks=150",nticks=150,
parametric(0.105*t*cos(t),0.105%t*sin(t),t,0,4*%pi),
terminal=wxt) ;

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny

r = rtcost
y = rtsint

Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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16
14

12

1

0.8

0.6

0.4 r = rtcost
0.2 .
o y = rtsint

z =t

draw3d(enhanced3d=sqrt(t),line_width=3,nticks=150,
parametric(sin(10%t),cos(10%t),t,t,0,2),terminal=wxt);

4z
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Rysowanie powierzchni

Do rysowania powierzchni uzywamy polecenia
parametric_surface(x(u,v),y(u,v),z(u,v),u,u_min,u_max,v_min, v_max)

!
I

==

l
Il

Al
Il

7
7
Al
Il

s

Wstega Mobiusa:

7
7
ng
il
l{

%
%l//
i

I

%/
i
I

—_—

/
Il
I

r = cos<p(3+rcos (%))
y = sinap(3—|—7'cos (%))
z

— 3 P
= TS ( 2)

/;ffr”
I
I

I
Il
I

o

=

I

draw3d(surface_hide=true,
parametric_surface(cos(a)*(3+b*cos(a/2)),
sin(a)*(3+b*cos(a/2)),
b*sin(a/2),
a,-%pi,%pi,b,-1,1),terminal=wxt)$

4L
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Torus:
r = cosu—l—lécosucosv
y = sinu+ 3sinucosv
z = %sinv

draw3d(enhanced3d = sin(u)+cos(v),

terminal = wxt,
colorbox=false,
palette = [8,4,1],

parametric_surface(cos(u)+.5*cos (u)*cos(v),
sin(u)+.5%sin(u)*cos(v),
.5*xsin(v),
u, -%pi, %pi,
v, -hpi, %pi),
parametric_surface(1+cos(u)+.5*cos(u)*cos(v),
.5*sin(v),
sin(u)+.5*sin(u)*cos(v),
u, -%pi, %pi,

v, <%pi, %pi)) $ "[
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WWVICS  Wykresy funkceji uwiktanych

Wykresy funkcji uwiktanych

Pakiet draw.mac za posrednictwem polecenie implicit() umozliwia rysowanie wykreséw
funkcji uwiktanych zaréwno 2D jak i 3D

draw2d(user_preamble="set size ratio 1",implicit(sin(2*x)*cos(y)=0.2,x,-3,3,y,-3,3))

3 T T T T T

4z

I\;laxima - prze’m‘/odnik prakt;czny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009 64 / 148

3 1 1 1 1 1
Rafat Topolnicki




draw3d (x_voxel = 20,
y_voxel = 20,
z_voxel = 20,
enhanced3d = true,
palette = gray,

surface_hide = true,

user_preamble="set hidden3d",

implicit(2=(cos (x+/phix*y)+cos (x-/phixy)
+cos (y+%phi*z)+cos (y-%phi*z)
+cos (z-%phi*x)+cos (z+/%phi*x)),
x,-4,4,y,-4,4,2,-4,4))$

4z
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viewy E0,0000, 30,0000  scaler 1,00000, 1,00000 '3
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e 8 e
Operacja na plikach

Trzy zmienne definuja potozenia w ktérych maxima szuka plikéw:

m file_search_maxima

m file_search_lisp

m file_search_demos

® maxima_userdir

m biezacy katalog
Funckja file_search("nazwa") sprawdza czy w ktérym$ z powyzszych katalogéw
istnieje plik o danej nazwie.

4z
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printfile("nazwa")
Drukuje na ekran zawarto$¢ pliku nazwa:

(%i4) printfile("/etc/resolv.conf");
nameserver 89.108.195.20
nameserver 89.108.195.21
(hod)

/etc/resolv.conf

4z
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printfile("nazwa")
Drukuje na ekran zawarto$¢ pliku nazwa:

(%i4) printfile("/etc/resolv.conf");

nameserver 89.108.195.20

nameserver 89.108.195.21

(%o4) /etc/resolv.conf

with_stdout ("plik",exprl,expr2,....,exprn)
Wyniki wyrazen exprl ...exprn zostaja zapisane do pliku plik. O trybie zapisu
decyduje warto$¢ zmiennej file_output_append

m true dopisywanie do pliku

m inna nadpisanie pliku

W obu wypadkach, gdy plik nie istnieje jest tworzony. Plik zapisywany jest w formacie
unix - pojedynczy znak (LF) konczy linie. Korzystajac z MS Windows musimy wiec
uzbroi¢ sie w odpowiedni edytor tekstu.

4z
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write_data(ob, "plik")
Uniwersalna metoda zapisu. Zapisuje obiekt ob do pliku plik.

4z
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write_data(ob, "plik")

Uniwersalna metoda zapisu. Zapisuje obiekt ob do pliku plik.

Czytanie z pliku
Istnieje wiele funckji czytajacych dane z pliku:

m read_list("plik") zwraca zawarto$¢ pliku w postaci listy. Biate znaki w pliku
oddzielajg elementy listy

m read_nested_list("plik") zwraca zagniezdzona liste. Wiersze odpowiadaja
kolejnym podlista, ktércyh elementami jest zawarto$¢ wierszy

m read_matrix("plik") jw. z tym, ze zwracana jest macierz

Wszystkie one wystepujg w kilku wariantach pozawalajacych np. zdefiniowaé separator

4z
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(%i1) file_search("dane.dat");
(hol) false
(%i2) with_stdout("dane.dat", for i:1 thru 5 do print(i,i"2,i"3))$

(%i3) printfile("dane.dat");

111

2438

39 27

4 16 64

5 25 125

(%03) dane.dat

(%i4) L:read_list("dane.dat");

(%04) 1, 1, 1, 2, 4, 8, 3, 9, 27, 4, 16, 64, 5, 25, 125]

(%i5) NL:read_nested_list("dane.dat");
(%05) [rs, 1, 11, [2, 4, 81, [3, 9, 271, [4, 16, 64], [5, 25, 125]]
(%i6) M:read_matrix("dane.dat");

[1 1 1]
[ 1
[2 4 8 1
[ 1
(%06) [3 9 27 ]
[ 1
[4 16 64 ]
[ 1
[5 25 125 ]

4z
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Przez fitowanie rozumiemy dopasowywanie wzoru zawierajacego niewiadome do zbioru
punktéw. Jest to zagadnienie numeryczne, niemniej jednak Maxima posiada odpowiednie
narzedzia.

Pakiet 1squares

Pakiet 1squares udostepnie polecenie

lsquares_estimates(macierz, [zmienne] ,rownanie, [parametry], ktére dla
punktéw zapisanych w macierzy (wiersz=punkt) metoda najmniejszych kwadratéw szuka
réwnania wigzacego zmienne i parametry.

4z
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iz RefEEyel (e
Regresja liniowa - prosty przyktad

(%i1)
(%o1)
= 7
- 4,
[- 1,
[4, 4
[8, 8
(%i2)
(%13)
(%03)
(%id)

(%o4)

(%15)
(%05)

L:makelist ([i,%pi*i-%e],i,-10,10);

[[- 10, - 10 %pi - %el, [- 9, - 9 %pi - %el, [- 8, - 8 %pi - %el,

-7 Y%pi - %el, [- 6, - 6 Ypi - %el, [- 5, -5 %pi - %el,

-4 Ypi - %el, [- 3, - 3 %pi - %el, [- 2, - 2 %pi - %el,

- %pi - %el, [0, - %el, [1, %pi - %el, [2, 2 %pi - %el, [3, 3 %pi - %el,

%pi - %el, [5, 5 %pi - %el, [6, 6 %pi - %el, [7, 7 %pi - %el,

%pi - %el, [9, 9 Ypi - %el, [10, 10 %pi - %ell

M:float (apply (matrix,L))$

load(lsquares);

/usr/share/maxima/5.18.1/share/contrib/lsquares.mac

lsquares_estimates(M, [x,y],y=a*x+b, [a,b]);

917750606692388452303686307283893961692709619434074271514259

[[a = s
292129090655549561926648149573640677936898084137187201475850
1418618682683520483797785067016990821102284596004979274573090193
b= - 11
521880653299121413757540737900138880933961057363335739422020320
float (%) ;
[[a = 3.141592659029331, b = - 2.718281802008905]]

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Jedna z miar jakosci fitu jest Srednie odchylenie kwadratowe zdefiniowane jako:

=3 f@)?

Wartos¢ ta zawraca funkcja 1squares_mse ()
(%i6) lsquares_mse(M, [x,y],y=a*x+b);
21

\ 2
> M -aM - b)
i, 2 i, 1
(%06)
21

(%i7) ev(%,%05[1] ,nouns) ;

(%oT) 1.784524095416561e-15
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Bakedinteipol
Pakiet interpol

Pakiet interpol.mac udostepnia trzy funkcje stuzace do interpolacji wielomianowe;j.
Pierwszym argumentem wszystkich z nich sa punkty, ktére mozemy zapisa¢ na trzy
sposoby:

m dwukolumnowa macierz p:matrix([2,4],[5,6],[9.3])
m lista par p:[[2,4],[5,6],[9,3]]
m lista liczb

Pakiet definiuje nowa funkcje charfun2(x,a,b):

true dla z € [a,b)

charfun2(z, a,b) = { false  dla = ¢ [a. b)

4z
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lagrange (points)

(%i1) load(interpol);
(%o1l) /usr/share/maxima/5.19.2/share/numeric/interpol.mac
(%i2) p:[[7,2],[1,1]1,[0,0],[5,5],[3,21];
(%02) ttz, 21, 1, 11, [o, o1, [5, 51, [3, 2]1]
(%i3) L:lagrange(p);
(z=5)(z—=3)(z—1) =z (x—?)(ac—S)(a:—l)x+
168 16
(=T (z=5)(z—1)z (2—7)(z—5)(z—3) =z

+

24 48

-8
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 &
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linearinterpol(points)

(%i4) LI:lagrange(p);
(%04) x*charfun2(x,-inf,1)+(25/2-(3%*x)/2)*charfun2(x,5,inf)
+((3%x) /2-5/2) *charfun2(x,3,5)+(x/2+1/2) *charfun2(x,1,3)

5 T T T T T
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Granice

Polecenie 1imit (expr,x,val,dir) znajduje granice limy_ ,q expr(z). Opcjonalny

argument dir okresla czy szukamy granicy z prawej (plus) czy z lewej (minus) strony.

(%i1)
(%o1)
(%i2)
(%02)
(%i3)
(%03)
(%i4)
(%o4)
(%i5)
(%05)
(%i6)
(%06)
(%iT)

(%oT)

limit(1/x,x,0);
infinity
limit(1/x,x,0,plus);
inf
limit(sin(x)/x,x,0);
1
limit ((1+1/x)"x,x,inf);
%he
limit(sin(x),x,inf);
ind
limit((sin(x+h)-sin(x))/h,h,0);
cos(x)
limit((cos(x)+1)/sin(x)"2,x,%pi);
1
2
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Pochodne

Polecenia diff () uzywamy do znajdowania pochodnych. Wystepuje ono w kilku
wariantach:

diff (expr)
Zwraca rézniczke zupetna, czyli sume po pochodnych po wszystkich zmiennych
(%i1) diff(£*£(y));

d d
(hol) £(x) (= (£(y))) del(y) + (- (£(x))) £(y) del(x)
dy dx
gdzie del(x) oznacza %

diff (expr,x,n)
Wywotanie diff (f (x) ,x,n) odpowiada:

an
%f(:v)
Skrétowa forma diff (expr,x)=diff (expr,x,1)

4z
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Pochodne

Polecenia diff () uzywamy do znajdowania pochodnych. Wystepuje ono w kilku
wariantach:

diff(expr,xl,nl,....,xn,nm)

Odpowiada zapisowi: diff (... (diff (expr,xn,nm)...),x1,nl) przy czyn expr musi
jawnie zaleze¢ od wszystkich zmiennych x1,x2, ....xn. Zaleznosc taka tworzymy na
dwa sposoby:

m deklarujac expr jako funkcje x1,x2,....,xn = expr(xl,x2,...,xn)
® uzywajac depends (expr, [x1,x2,x3,....,xn])
diff (expr(x,y,z),x,1,y,2,2,3);
6

Trdyrds (@)

4z
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(%i1) diff(sin(x)*cos(x),x);

2 2
(%o1) cos (x) - sin (x)
(%i2) £(x):=(2%x"2-5%x+2)/(3%x"2-10%x+3)$
(%1i3) diff(£f(x),x);

2
4x -5 (6 x-10) (2x -5x+ 2)
(%03) -
2 2 2
3x -10x + 3 (3x -10 x + 3)
(%hid) df(x):=’’%;
2
4x -5 (6 x -10) (2x -5 x+ 2)
(%o4) daf (x) := -
2 2 2
3x -10x + 3 (3x -10 x + 3)
(%i5) solve(df(x)=0,x);
(%05) [x=-1, x = 1]
(%16) define(ddf(x),diff (f(x),x,2))$
4 6(2x2—5x+2) 2 (4z —5) (6z — 10) 2(6x —10)? (2x2—5x+2)

302 - 102 +3 (322 — 10z + 3)2 (322 — 10z + 3)°

(%i7) ddf(1);

5!
(%o7) - -
8
(%i8) is(ddf(-1)>0);
(%08) true

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny
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Catkowanie symboliczne

Do obliczania zaréwno catek oznaczonych jak i nieoznaczonych uzywamy polecenia
integrate()

integrate (expr, x)

Oblicza catke z nieoznaczong expr wzgledem zmiennej z
integrate(£(x),x) = ff(:v)dat

4z
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Catkowanie symboliczne

Do obliczania zaréwno catek oznaczonych jak i nieoznaczonych uzywamy polecenia
integrate()

integrate (expr, x)

Oblicza catke z nieoznaczong expr wzgledem zmiennej z
integrate(£(x),x) = ff(:v)dat

integrate(expr,x,a,b)
Oblicza catke oznaczona: fabf(x)dx Wewnetrznie Maxima oblicza catke nieoznaczong i
przyktada granice:

T—a

/ubf(a:)dx— lim/f(x)dx— lim [ f(z)dx

4z
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(%i1)
(o)
%hi2)
(%o2)
(%i3)

(%03)
(%i4)

integrate(sin(a*x),x);

integrate(sin(x)/(b*cos(x)+a),x);
log(b cos(x) + a)

integrate(log(x)/x,x);

integrate (exp(-a*x~2-b*x-c),x,minf,inf) ;

Is a positive, negative, or zero? p;
Is b positive, negative, or zero? p;

_dac—b2

Vet
Ja

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Poprawno$¢ wyniku zawsze mozemy sprawdzi¢ liczac pochodna:

(%i1) integrate(x"2*exp(-x~2),x);

2
- X
sqrt (pi) erf(x) x e
(%o1) =
4 2
(%i2) diff(%,x);
2
2 - x
(%02) x %e

Whynik (%o01) zawiera funkcje specjalng erf (x), bedaca dystrybuanty rozktadu
normalnego, zdefiniowana jako:

erf(z) = z/ exp(—t?)dt
T
0

4z
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Catkowanie numeryczne

Istnieje wiele funkcji umozliwiajacych catkowanie numeryczne:

m romberg() z pakietu o tej samej nazwie - bardzo prosty i wydajny algorytm.
Wymaga aby catka byta wtasciwa. Umozliwia numeryczne liczenie catek
wielokrotnych

4z
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Catkowanie numeryczne

Istnieje wiele funkcji umozliwiajacych catkowanie numeryczne:

m romberg() z pakietu o tej samej nazwie - bardzo prosty i wydajny algorytm.
Wymaga aby catka byta wtasciwa. Umozliwia numeryczne liczenie catek
wielokrotnych

m funkcje quoad_qgax

m quad_qgag

m quad_qgagi

m quad_qgags

m quad_gawc

m quad_qawf

m quad_qgawo

m quad_qgaws

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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romberg(f,var,a,b)

Numerycznie znajduje warto$¢ f:f(:v)da: uzywajac metody Romberga *. Szukamy:
™ 2

fo exp(—2z*)dz

(%i1) load(romberg) ;

(%o1) /usr/share/maxima/5.18.1/share/numeric/romberg.lisp
(%i2) £(x):=exp(-2*x"2);

2
(%ho2) £(x) := exp((- 2) x )
(%i3) romberg(f(x),x,0,%pi);
(%03) .6266570689954041

Dla poréwnania to samo z uzyciem integrate()

(%i4) (integrate(f(x),x,0,%pi),float(%%));
(%o4) .6266570684498846

4z
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Funckje romberg() radzi sobie réwniez z catkami wielokrotnymi:
3 T
gz, y) = / dy/ exp(—a” + y”) sin(zy)
0 0

(%i1) g(x,y) :=exp(-x"2+y~2)*sin(x*y) ;

2 2
(%o1) g(x, y) := exp(- x +y ) sin(x y)
(%i2) romberg(romberg(g(x,y),x,0,%pi),y,0,3);
(%02) 655.5273722018377

(%13)
ZMIENNE ROMBERGTOL, ROMBERGIT, ...

4z
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Pakiet QUADPACK

Funkcje quad_qgax*:
m Przyjmuja opcjonalne argumenty:

m epsrel domyslnie: le — 8
Bfad wzgledny < epsrel

m epsabs domyslnie: 0.0
Btad bezwzgledny < epsabs

m limit domysinie: 200
Maksymalna iloé¢ przedziatéw na ktére dzielony jest obszar catkowania

4z
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Pakiet QUADPACK

Funkcje quad_qgax*:
m Przyjmuja opcjonalne argumenty:
m epsrel domyslnie: le — 8
Bfad wzgledny < epsrel
m epsabs domyslnie: 0.0
Btad bezwzgledny < epsabs
m limit domysinie: 200
Maksymalna iloé¢ przedziatéw na ktére dzielony jest obszar catkowania
m Uzycie dowolnej z funkcji QUADPACK z nieznanym parametrem:

(%i1) quad_qags(a*x,x,0,1);
(%01) quad_qags(a x, x, 0, 1, epsrel = 1.e-8, epsabs = 0.0, limit = 200)

4z
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Pakiet QUADPACK

Funkcje quad_qgax*:
m Przyjmuja opcjonalne argumenty:

m epsrel domyslnie: le — 8
Bfad wzgledny < epsrel

m epsabs domyslnie: 0.0
Btad bezwzgledny < epsabs

m limit domysinie: 200
Maksymalna iloé¢ przedziatéw na ktére dzielony jest obszar catkowania

m Uzycie dowolnej z funkcji QUADPACK z nieznanym parametrem:

(%i1) quad_qags(a*x,x,0,1);
(%01) quad_qags(a x, x, 0, 1, epsrel = 1.e-8, epsabs = 0.0, limit = 200)

m Zwracaja wynik w postaci listy [A,B,C,D] gdzie:
m A warto$¢ catki
m B szacunkowy bfad bezwzgledny
m C liczba wywotan catkowanej funkgji
m D kod bfedu
m 0 - wszystko OK
3 - funkcja podcatkowa zachowuje si¢ zbyt Zle
5 - funkcja podcatkowa jest rozbiezna lub zbiega zbyt wolno

6 - btad wejécia &

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009 85 / 148



quad_qgag(expr,var, a, b, key)
b
Oblicza wartos$¢ catki fdx na skoficzonym przedziale [a, b]. Klucz key [0, 6] decyduje

a
o uzytym algorytmie, wysokie wartosci warto stosowaé dla silnie oscylujacycch funkgji:
(%i1) quad_qgag(sqrt(x)*log(1/x),x,0,1,0);

(%o1) [.4444444444463946, 3.5460707082765625e-9, 555, 0]
(%i2) quad_qag(sqrt(x)*log(1/x),x,0,1,0, epsrel=1e-2);
(%ho2) [.4444452203177388, .001852967083306165, 165, 0]

5

G
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quad_qgag(expr,var, a, b, key)
b
Oblicza wartos$¢ catki fdx na skoficzonym przedziale [a, b]. Klucz key [0, 6] decyduje

a
o uzytym algorytmie, wysokie wartosci warto stosowaé dla silnie oscylujacycch funkgji:
(%i1) quad_qgag(sqrt(x)*log(1/x),x,0,1,0);

(%o1) [.4444444444463946, 3.5460707082765625e-9, 555, 0]
(%i2) quad_qag(sqrt(x)*log(1/x),x,0,1,0, epsrel=1e-2);
(%ho2) [.4444452203177388, .001852967083306165, 165, 0]

quad_qgagi (expr,var,a,b)

Oblicza warto$¢ catki oznaczonej, ktérej przynajmniej jedna granica jest niewtasciwa

b [eS) =)
/ fdx | / fdx | / fdzx

(%i1) quad_qgagi(exp(-2%x~2),x,minf,inf);

(%o1) [1.253314137315502, 4.4674503117501196e-9, 270, 0]

(%1i3) quad_qgagi (exp(-x)*log(x),x,0,inf);

(%02) [- .5772156649015293, 5.110526668516968e-9, 345, 0]

(%13) float (Vigamma) ;

(%03) .5772156649015329 5

G
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el QUADPACK

quad_qgags (expr,var,a,b)

Oblicza warto$¢ catki na skoficzonym przedziale. Przystosowana do radzenia sobie z
funkcjami majacymi osobliwo$ci w przedziale catkowania.

f(x) = vzl (

/01 Flo)de =

a a.z 8.4 8.6 0.8 1

)

-sqrt{x}*log(x)
o
h
kS

Ol 8-

(%i2) quad_qgag(f,x,0,1,0);

(%02) [.4444444444463946, 3.5460707082765625e-9, 555, 0]
(%i3) quad_gags(f,x,0,1);
(%03) [.4444444444444448, 1.110223024625157e-15, 315, 0]

4z
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el QUADPACK

quad_qgags (expr,var,a,b)

Oblicza warto$¢ catki na skoficzonym przedziale. Przystosowana do radzenia sobie z

funkcjami majacymi osobliwo$ci w przedziale catkowania.
a

-1

-2

-3

-4

=5

log{sin{x)}

g(z) = In(sinx)

-6
-7

-8

-9

] a.2 8.4 8.6 a.8 1

(%i5) quad_qags(g,x,0,%pi);

(%05) [- 2.177586090303605, 2.797762022055394e-14, 399, 0]
(%i7) quad_qag(g,x,0,%pi,0);
(%oT) [- 2.177586090263982, 1.7192795732040494e-8, 1665, 0]

4z
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quad_gawo (expr,var,a, b, omega, trig)
Funckja stuzy do obliczania wyrazen typu:

/ab f(@) cos (wa) de / " () sin (w) de

Obliczmy:

/_1 (z* + x) cos(2x) /: z1nx cos(2x)

1

(%i1) f:x"2+x$
(%i2) g:x*log(x)$
(%13) float(integrate(f*cos(2*x),x,-1,1));

(%03) .03850187686569839
(%i4) quad_qgawo(f,x,-1,1,2,cos);
(%o4) [.03850187686569852, 2.595344524868247e-10, 15, 0]
(%15) integrate(gxsin(2*x),x,1,%pi);
%pi
/
[
(%05) I x log(x) sin(2 x) dx
]
/
i £
(%i6) quad_qgawo(f,x,1,%pi,2,sin); L
(%06) [- 7.249681724869196, 5.138589327224146e-16, 25, 0]
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Srie) eyl
Szeregi Taylora

taylor (expr,var, pkt,n)

Rozwija wyrazenie expr wzgledem zmiennej var wokét punktu pkt w szereg Taylora
stopnia n

(%i1) £(x):=sin(x)*exp(0.1*x) ;

(%o1) £(x) := sin(x) exp(0.1 x)
(%i2) T(n):=taylor(f(x),x,0,n);
(%02) T(n) := taylor(f(x), x, 0, n)
(5i3) T(5);
2 3 4 5
X 97 x 33 x 1801 x
(%ho3)/T/ R P oo © oomoo © oomeo ¢ aommeeo o

10 600 2000 240000
(%i4) load(draw)$
(%i8) draw2d(line_width=2,explicit(f(x),x,-5,5),
color=red,explicit(T(5),x,-5,5),
color=blue,explicit(T(10),x,-5,5),terminal=wxt)$

4z
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Réwnania rézniczkowe

ode2(eqn, zvar,nvar)

Funkcja rozwiazuje zwyczajne réwnania rézniczkowe (Ordinary Differential Equation)
pierwszego i drugiego rzedu. State catkowania reprezentowane s3 przez state %c dla

réwnan pierszego rzedu i state %k1 %k2 dla drugiego. zvar to zmienna zalezna a nvar

niezalezna. d
2 3
—y =3x" —2x" + A
dx
(%i1) rr:’diff(y,x)=3*x"2-2%x"3+lambda;
dy 3 2
(%o1) -- = lambda - 2 x + 3 x
dx
(%i2) ode2(rr,y,x);
4
bd 3
(%02) y = x lambda - -- + x + Yc
2
(%i3) ev(rr,%,nouns);
5] 2 8 2
(%03) lambda - 2 x + 3 x = lambda - 2 x + 3 x
(%i4) %-rhs(%);
(%o4) 0=0
Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Uzycie apostrofu w %il byto konieczne. W przeciwnym wypadku:
(%i5) rr:diff (y,x)=3%x"2-2xx"3+lambda;

3 2
(%05) 0 = lambda - 2 x + 3 x
Inne sposoby:
m diff(y(x),x)=...
B (%i6) depends(y,x);
(%o6) [y(x)]
(%i7) rr:diff (y,x)=3%x"2-2*x"3+lambda;
dy 3 2
(%oT) -- = lambda - 2 x + 3 x
dx

ode2() zwraca rozwigzane ogdlne. Aby otrzymac rozwigzanie szczegélne naktadamy
warunek poczatkowy:

icl(rozw_ogol, x=xval,y=yval)

Naktada na rozwiazanie ogdle réwnania pierwszego rzedu warunek, dla zminnej
niezaleznaj x=xval warto$¢ zmiennej zaleznej wynosi y=yval.

4z
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Przyktady rozwigzan réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu:

d
—ysinx+ycos:c =sin2z, y(x= g) =0

dx

(%i1) rr:’diff(y,x)*sin(x)+y*cos(x)=sin(2*x)$
(%i2) ro:ode2(rr,y,x);

(%o2) y = —mmmmm -
(%i3) rs:icl(ro,x=%pi/2,y=0);

(%03) § o = e
(%i4) ev(rs,x=%pi/2);

(%o4) y=0
(%i5) ev(rr,ro,nouns);

cos(2 x) cos(2 x)
cos(x) (%hc - ————---- ) cos(x) (he - -—————-- )
sin(2 x) 2 2
(%05) sin(x) ( = ) + =
sin(x) 2 sin(x)
sin (x)
sin(2 x)
(%16) trigsimp(%); N
(%06) sin(2 x) = sin(2 x) L

o
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(NeLTENTTE AT 6
Réwnanie Bernoulliego:

dy

p + = —ay21nac, ylzx=1)=1

(%i1) bern:’diff (y,x)+y/x=a*y 2*log(x)$

(%i2) ro:ode2(bern,y,x);

1
(%02) § B oo
2
a log (x)
w (g = ========= )
2
(%i3) rs:ici(ro,x=1,y=1);
2
(%03) y = - mmmmmmm——————————
2

ax log (x) - 2x
(%i4) ev(bern,ro,nouns);

a log(x) a log(x)
(%o4) =
2 2
2 a log (x) 2 2 a log (x) 2
52 (g = mmmmmm——= ) 52 (g = mmmmmmm—= )
2 2
(%i5) ev(rs,x=1); N
(%05) y=1 L

o
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(NeLTENTTE AT 6
Wyznacz przebieg zmian natezenia pradu i = i(t) po wifaczeniu obwodu do Zrédfa.
i(t=0)=0

di )

(%il)kirch:L*’>diff (i,t)+R*i=U$

(%i2)ro:ode2(kirch,i,t);
tR
_tR T U
i=e 7z (eR -l-%c)

(#i3)rs:ici(ro,t=0,i=0);

(%i4) assume(R>0,L>0,U>0);
(%ho4) [R>0,L >0, U>o0]

(%i5) limit(rs,t,inf); =

L
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Réwnania drugiego rzedu

Polecenie ode2() potrafi rozwigzywad wybrane typu réwnan rézniczkowych drugiego
rzedu.

ic2(rozw_ogol, x=xval,y=yval,diff (y,x)=pval)
Naktada na rozwigzanie ogdlne warunki poczatkowe

dy
y(xval) = Ywal d.l‘ = Pwal

T=Tyal

bc2(rozw_ogol, x=x1,y=yl, x=x2, y=y2)

Naktada na rozwiagzanie ogdlne warunek brzegowy

y(z1) =y, y(x2) =12

4z
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(i)
(%hi2)
(%o2)
(%i3)
(%03)

(%i4)
(%o4)

M@ Rownania rézniczkowe

dzy
dx? dx

rr:’diff(y,x,2)+2*%’diff (y,x)+2*y=2*sin(x) $

ro:ode2(rr,y,x);
- x 2 sin(x) - 4 cos(x)

y = %he (%k1 sin(x) + %k2 cos(x)) + —-——————————————————
5
rs:ic2(%,x=0,y=0,diff (y,x)=0);
2 sin(x) - 4 cos(x) - x 2 sin(x) 4 cos(x)
y = —mmmmmmmmmmmmm———— + %e (m===--—= + mmmmm )
5 5 5

(diff (rs,x),ev(%h,x=0));
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Q@ contribode

contrib_ode

contrib_ode(eqn, zvar,nvar)

Rozwiazuje liniowe réwnania rézniczkowe zwyczajne oraz wybrane typy réwnan
nieliniowych:

dy\* dy . dy 2
x(£> (1+ry)%+y—0 ﬁ—(az—i—y)

(%i1) load(contrib_ode);
(%o01) /usr/share/maxima/5.19.2/share/contrib/diffequations/contrib_ode.mac
(%i2) rr:x*’diff (y,x) 2-(1+x*y)*’diff (y,x)+y=0$
(%1i3) ode2(rr,y,x);
dy 2 dy
(%t3) x (=) - (xy+1) --+y=0
dx dx

first order equation not linear in y’

(%03) false
(%i4) contrib_ode(rr,y,x);
dy 2 dy
(%t4) x (=) - (xy+1) —-+y=0
dx dx
X
(%o4) [y = log(x) + %c, y = %c %e ]
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Q@ contribode

contrib_ode

contrib_ode(eqn, zvar,nvar)
Rozwigzuje liniowe réwnania rézniczkowe zwyczajne oraz wybrane typy réwnan
nieliniowych:

dy\* dy | dy 2
x(dﬂc) —(tay)goty=0 5 =@ty

(%i5) rr2:’diff(y,x)=(x+y)"2;
dy 2
(%05) == (y + x)

(%16) contrib_ode(rr2,y,x);

(%06) [[x = %c - atan(sqrt(%t)), y = - x - sqrt(%t)],
[x = atan(sqrt(%t)) + %c, y = sqrt(/t) - x]1]

4z
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Rozwijanie w szereg Fouriera z definicji

Maximy, mozemy uzywaé réwniez przy rozwijaniu danej funkgcji f(x) w szereg Fouriera na
odcinku (—1,1). Pierwszy sposéb polega na znaleziu wspétczynnikéw a, i by, recznie
bezposrednio z definicji.

Korzystajac z wzordw, dla utatwienia na odcinku (—,7):

[e'e]

f(x) = sa0+ Z (an cosnx + by, sin nx)

=1

1" L[ L[
ap = —/ flx)dz an= */ f(x) cos(nz)dz  bp = */ f (@) sin(na)dz
L —— T J)—m

Z oczywistych wzgledéw powyzsza suma biegnie od n=1 to jakie$ rozsadnej granicy,
ktéra wyznaczaja mozliwosci naszego komputera.

4z
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Zacznijmy od najprostrzego przyktadu f(z) = z*
(%i1) declare(n, integer);

(%o1) done

(%i2) £(x):=x"2%

(%i3) a0:1/%pi*integrate(f(x),x,-%pi,%pi);

2
2 Ypi
%03 e
3
(%i4) 1/%pixintegrate(f (x)*cos(n*x),x,-%pi,%pi);
n
4 (- 1)
o) e
2
n
(%i5) a(m):=’"%;
n
4 (- 1)
(%05) A I e —
2

n
(%1i6) 1/%pixintegrate(f(x)*sin(x),x,-%pi,%pi);
(%o6) 0
(%i7) fs(nmax):=sum(a(n)*cos(n*x),n,1,nmax)+a0/2$

4z
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Rysujemy wykresy funkcji f(x) oraz jej rozwiniecia z dokfadnoscia do np. 5 skfadnikéw
sumy

(%19) 1load(draw)

(%09) /usr/share/maxima/5.18.1/share/draw/draw.lisp

(%i10) draw2d(line_width = 2, explicit(f(x), x, - %pi, %pi), color = red,
explicit(£fs(5), x, - %pi, %pi), terminal = wxt)

(%010) [gr2d(explicit, explicit)]

Lo T S VT O o T I =« B U
I
|

4z
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Szeregi Fouriera Pakiet fourie.mac

Pakiet fourie.mac

Pakiet fourie.mac umozliwia zautomatyzowanie tego procesu.

(%i2) load(fourie)

(%02) /usr/share/maxima/5.18.1/share/calculus/fourie.mac
(%1i3) £(x):=x"2$

(%i4) flist : fourier(f(x), x, %pi)

2
hpi
(ht4) a = ----
0 3
2
%pi sin(%pi n) 2 sin(%pi n) 2 %pi cos(%pi n)
2 ( - +
n 3 2
n n
(%t5) a =
n hpi
ht6) b =0
n
(%o6) [ht4, %t5, %té]

(%i7) fs(nmax) := fourexpand(flist, x, %pi, nmax)$

Uzykujemy ten sam wynik, znacznie szybciej.

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Szeregi Fouriera Pakiet fourie.mac

Pakiet fourie powinien sobie radzi¢ z wyrazeniami zawierajacymi | |:

-3.14158 -2 -1 0 1 2 3.141

f(z) = |z &
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Szeregi Fouriera Pakiet fourie.mac

Pakiet fourie powinien sobie radzi¢ z wyrazeniami zawierajacymi | |:

-3.14158 -2 -1 0 1 2 3.141

f@) = [z =1 &

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009 103 / 148



Szeregi Fouriera Pakiet fourie.mac

Préba rozwiniecia funkgji sin(z) (1) konczy sie btedem:

(%i2) f(x):=sin(x)$
(%i3) flist:fourier(f(x),x,%pi);
(%t3) a =0

(%t4) a =0
n

sin(%pi n) sin(%pi n)

2 ( -
2n+ 2 2n -2

(ht5) b =

n %pi
(%05) [%t3, %t4, %t5]
(%i6) fs(nmax):=fourexpand(flist,x,%pi,nmax);
(%06) fs(nmax) := fourexpand(flist, x, %pi, nmax)
(%hi7) ev(£s(10),x=0);
(%o7) 0

(%i8) ev(£fs(10),x=1);

Division by 0
#0: fourexpand(1=[%t3,%t4,%t5],x=1,p=Y%pi,nn=10)
#1: fs(nmax=10)

-- an error. To debug this try debugmode(true);

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny
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Szeregi Fouriera Pakiet fourie.mac

W wypadku bardziej skomplikowanych funkcji, zmieniajacych sie w wielu przedziatach
nalezy uzy¢ pakietu pw.mac. Zrédta, przyktady oraz dokumentacje mozna znalez¢ na
stronie http://mysite.verizon.net/res11w2yb/id2.html.

4z
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Py
Podstawy

Dwa sposoby programowania:

m Uzycie wewnetrznego jezyka programowania. Zwyczajowo kod zapisywany jest w
plikach .mac lub .mc

m Uzycie Lispa, pliki .lisp
Podstawowe zasady:

m Instrukcje proste konczymy ",” za wyjatkiem ostatniej
m Nawiasy () zamykaja kilka instrukcji w blok ({} w C)

m Maxima caty kod zwija do jednej linii = czasami wymagana jest spacja, sam znak
nowej linii nie wystarczy

m Komentarzem jest wszystko pomiedzy znakami /* i */

m Pliki wsadowe (skrypty) wczytujemy poleceniem batch

4z
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Wyprowadzanie tekstu na ekran
Trzy podstawowe funkcje: disp, display, print:

(%i1) ri:x+y=1$
(%i2) r2:x+y-1$
(%i3) tekst:" ma kota"$
(%i4) display(rl,r2,"Ala",tekst);
y+x=1

r2=y+x-1
Ala = Ala

tekst = ma kota

(%ho4) done
(%i5) disp(rl,r2,"Ala",tekst);

y+x=1

y+x-1

Ala

ma kota
(%05) done
(%i6) print(ril,r2,"Ala",tekst); -
y+x=1y+x-1Ala ma kota L
(%06) ma kota
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Prosty przyktad

0! = 1
n! = n(n—1)!
(%i1) silnia(n):=if n = 0 then 1 else n*silnia(n-1);
(%o1) silnia(n) := if n = O then 1 else n silnia(n - 1)
(%i2) silnia(7);
(%02) 5040
(%i3) 7'
(%03) 5040

4z
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block([listal,exprl,expr2,....,exprn)

Wykonuje wyrazenia expril-exprn. Zwraca wynik ostatniego wyrazenia. Kolejnos¢
wykonywania instrukcji mozna zmienia¢ za pomoca go, throw, return.

[lista] zawiera liste lokalnych zmiennych niedostepnych poza instrukcje block.
(%hi1) x1:3;

(%o1) 8
(%i2) £(x):=block([x1,temp],

x1:4,

temp:2*x,

x)$
(%i3) £(4);
(%03) 4
(%i4) x1;
(Yhod) 3
(%i5) temp;
(%05) temp

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Programowanie Instrukcja warunkowa

Instrukcja warunkowa

Instrukcja warunkowa

if warunek_1 then expril
if warunek_1 elseif warunek_2 then expr2
then expril elseif warunek_3 then expr3
else expr2

éi;é expr0
Wszystkie wyrazenia warunek_n musza mie¢ okreslong wartos¢ true/false. Wartos¢ jest
nieokreslona (np. ala>kot) zachowanie Maximy zalezy do zmiennej prederror

m true wyswietlany jest btad

m false brak btedu

HIIOPERATORY!!!!

4z
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Programowanie Instrukcja warunkowa

(%i1) wieksze(x,y):=if x>y then print(x," wieksze niz ",y)

else print(x," nie wieksze niz",y)$
(%i2) wieksze(1,2);
1 nie wieksze niz 2
(%02) 2
(%1i3) wieksze(4.5,3);
4.5 wieksze niz 3

(%03) 3
(%i4) wieksze(exp(3),sin(1));
3
%e  wieksze niz sin(1)
(%o4) sin(1)
(%i5) wieksze(y~2,y);
2 2

(%05) if y > y then print(y , wieksze niz , y)
2
else print(y , nie wieksze niz, y)
(%i6) assume(y>1);

(%06) [y > 1]
(%i7) wieksze(y~2,y);
2
y wieksze niz y
(ko) y

4z
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Reiialiog
Petla for

Klasyczna petla [od,do]:
(%i1) for i:1 thru 3 do
print(i," ",i°2);
1 1
2 4
S 9
(o)

%ol done

L
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Reiialiog
Petla for

Zmiana kroku:
Klasyczna pgtla [Od’do]' (%i2) for i:3 step -0.5 thru 1 do
(%i1) for i:1 thru 3 do print(i," ",i°2);
print(i," ",i°2); 9

1 5
4

9

)

=N O

o2
.0
.25
.0

o oo wm

1 o
2 0
S .
(%ol .

)
2
2
1
done 1
(

%02) done

L
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Reiialiog
Petla for

Zmiana kroku:
Klasyczna petla [od,do]: (%i2) for i:3 step -0.5 thru 1 do
(%i1) for i:1 thru 3 do print(i," ",i°2);

print(i," ",i°2); 3 9
1 1 2.5 6.25
2 4 2.0 4.0
S 9 1.5 2.25
(o) done 1.0 1.0
(%ho2) done

Zmiana warunku

(%i3) for i:-1 unless i>3 do
print(i," ",i°2);
1 1

W N~ O

0
1
4
9
)

(%03 done

zamiast unless mozna uzy¢ while i

zanegowac¢ warunek ;z
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Petla for

Klasyczna petla [od,do]:
(%i1) for i:1 thru 3 do
print(i," ",i°2);
101
2 4
3 9
(%o1)

%ol done

Zmiana warunku

(%i3) for i:-1 unless i>3 do
print(i," ",i°2);
1 1

W N~ O

0
1
4
9
)

(%03 done

zamiast unless mozna uzy¢ while i

zanegowa¢ warunek

Rafat Topolnicki

Maxima - przewodnik praktyczny

Zmiana kroku:

(%i2) for i:3 step -0.5 thru 1 do
print(i," ",i°2);

3 9

2.5 6.25

2.0 4.0

1.5 2.25

1.0 1.0

(%ho2) done

Iterowanie po elementach listy

(%i4)L:[1,2,31$
(%i5) for i in L do
(
print(i),
print(2°i)

00 Wk NN~

Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Prosty przyktad - silnia

(%i1) s(n):=block([temp],
temp:1,
for i:1 thru n do
temp:tempx*i,
return(temp)
)$
(%i2) s(5);
(%ho2) 120

4z
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Prosty przyktad - silnia

(%i1) s(n):=block([temp],
temp:1,
for i:1 thru n do
temp:tempx*i,
return(temp)
)$
(%i2) s(5);
(%ho2) 120

Prosty przyktad - dzielniki
/Przyktad wybitnie nieoptymalny/

(%i8) s(m):=block([1:[]1],
for i:1 thru n do(
if mod(n,i)=0 then
1:endcons(i,1)

),
return(l)
)$
(%19) s(120);
(%09) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120]
Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Kolejny przyktad: rozwijanie w szereg Taylora wokét 0:

(%i1) TaylorO(f,x,n):=block([i],
s:1,
wyraz:f,
for i:1 unless i>n do(
wyraz:diff (wyraz,x)/i,
s:ev(wyraz,x=0)*x"i+s

),

return(s)

)$
(%i2) TaylorO(sin(x)*exp(cos(x)),x,8);

7 5 3
379 e x 31 %e x 2 e x
(%02) - + = +%he x + 1
5040 120 3
Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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[HCT{EINENICM  Wielomiany Legendre’a

Przyktad - wielomiany Legendre’'a

Wzér rekurencyjny: Po(z) =1 Pi(z) ==

Pa(z) = 2" Lop (@)= "L p o)
Po(d,‘) = 1
Pi(z)= =
Py(z) = 3§ (32°— 1)
Ps(z) = % 5x° — 3m)
Py(x) 3

352" — 302° + 3)

(%i1) legendrel(x,n):=block(

if n =0
then 1
else
if n=1
then x
else ratsimp((2*n-1)/n*x*legendrel(x,n-1)-(n-1)/n*legendrel(x,n-2))
)$
(%i2) legangel(w,4) )
35w* —30w® +3 M

8
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[HCT{EINENICM  Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre'a - cd
Algorytm iteracyjny:
(%i2) legendre2(x,n):=block([po,ppo,pb],
if n = 0 then
return(1),
if n = 1 then
return(x),
ppo:1,
po:x,
for k:2 thru n do(
pb: (2%k-1) /k*x*po-(k-1) /k*ppo,
Ppo:po,
po:pb

r;turn(ratsimp(pb))
)$
(%03) legendre2(x,4);

3524 —302% +3
8

4z
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[HCT{EINENICM  Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre'a - cd
Algorytm iteracyjny:
(%i4) legendre3(x,n):=block([Pn:[1,x]],
if n = 0 then
return([1]),
for k:2 thru n do(
pb: (2%k-1) /k*x*Pn [k] - (k-1) /k*Pn[k-1],
Pn:endcons (pb,Pn)
Do
return(ratsimp(Pn))
)$
(%1i5) legendre3(x,5);

322 -1 52 -3z 352* —3022+3 632° —702°+ 15z
2 2 8 ’ 8

]

[17:1:7

4z
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[HCT{EINENICM  Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre'a - cd

Wzér bezposredni:
Pu(@) = g (0 1))
" 2nn! dxn
(%i6) legengre4(x,n):=ratsimp(1/(2 n*n!)*diff((x"2-1)"n,x,n))$

(%i7) legengre4(x,11);

88179 21 — 230945 z° + 218790 27 — 90090 z° + 15015 2> — 693 =
256

legendre_p(n,x)
Zwraca wielomian Legendre’a pierwszego rodzaju stopna n wzgledem zmiennej x
(%i8) legendre_p(5,x);
_63(1—x)° L 315 (1—xz)*
8 8

105 (1 — z)?
2

—70(1—2)* + —15(1—xz)+1

4z
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[HCT{EINENICM  Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre’a - poréwnanie
Wyznaczanie Pso(z)

Metoda Z upraszczniem bez upraszczania
legendrel 5min8s (5433MB) | 3m8s (2758MB)
legendre2 17s (740MB) 0,005s (75kB)
legendre3 45s (1939MB) 0,005 (84kB)
legendred 0,026s (580kB) 0,025s (535kB)
legendre_p 0,003s (203kB) 0,002s (54kB)

Rafat Topolnicki

Maxima - przewodnik praktyczny

Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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[HCT{EINENICM  Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre’a - poréwnanie
Wyznaczanie Pso(z)

Metoda Z upraszczniem bez upraszczania
legendrel 5min8s (5433MB) | 3m8s (2758MB)
legendre2 17s (740MB) 0,005s (75kB)
legendre3 45s (1939MB) 0,005 (84kB)
legendred 0,026s (580kB) 0,025s (535kB)
legendre_p 0,003s (203kB) 0,002s (54kB)
legendre_p(1000,x) | 10,25s (1177MB) | 1,3s (17MB)

4z
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Programowanie

Przyktad bisekcja

(%i1) p(f,x,a,b,iteracje):=block([xp],
if ev(f,x=a)*ev(f,x=b) > O then
(
print ("Takie same znaki!"),return()
Do
xp: (a+b) /2,
for i:1 thru iteracje do(
if ev(f,x=xp)=0 then
return(xp) ,
if ev(f,x=a)*ev(f,x=xp)<0 then
xp: (a+xp) /2
else
xp: (b+xp) /2

return(xp)

)$
(%i2) float(p(sin(x)*cos(x)-1/3,x,-1,1,20));
(%02) .3548383712768555

Szukanie pierwiastkéw

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny

Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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[HCT{EINIENICM  Szukanie pierwiastkéw

Metoda stycznych

A

SinGoserf (2s)+1/2

X Xn+1

Rafat Topolnicki

Tppl = T — S —=

niuton(expr,var,x0,eps) :=block([xn:x0,D],

D:diff (expr,var),

while abs(subst(xn,var,expr))>eps do
xn:xn-subst (xn,var,expr) /subst (xn,var,D),

return(xn)

)5

(%i2) niuton(sin(x)*erf (2*x)+1/2,x,4,1/19);
sin (4) erf (8) + 3

B e—64 sin
cos (4) erf (8) + 47\5@)

(%13) float (%)
(%03) 3.607121545883621

Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Pozostate elementy jezyka

m Petla while:

while warunek do
(
instrukcje

)

NWD(a,b) :=block([c],
while b # 0 do

(
c:mod(a,b),
a:b,
b:c

)5

return(a)

)8

m Petla unless:

unless warunek do
(
instrukcje

)

unless w = 0 do
e
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m Instrukcja skoku:
etykieta,
go (etykieta),

NWD(a,b) :=block([c],
petla,
(

c:mod(a,b),

a:b,

b:c
Do
if b # 0 then go (petla),
return(a)

)5

4z
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m Funkcje:
m Brak polimorfizmu:

(%i1) £(x,y) :=x+y;

(%o1) f(x, y) i=x +y
(%i2) £(x):=x;

(%02) f(x) := x
(%i3) £(3);

(%o3) 3

(hid) £(1,2);
Too many arguments supplied to f(x):

[1, 2]
-- an error. To debug this try debugmode(true);

&L
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m Funkcje:
m Brak polimorfizmu:
(5i1) £(x,y) :=x+y;

(%o1) f(x, y) :i=x+y
(%i2) £(x):=x;

(%ho2) f(x) :=x
(%13) £(3);

(%o3) 3

(%i4) £(1,2);

Too many arguments supplied to f(x):
[1, 2]
-- an error. To debug this try debugmode(true);

m Przekazywanie przez wartos¢:
(%i1) £(x):=x:x+1;

(%hol) f(x) :=x : x + 1
(hi2) £(3);

(%ho2) 4

(%i3) a:3;

(%o3) 3

(hid) f£(a);

(%o4) 4

(%i5) a;

(%05) 3

&L
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m Funkcje:
m Dostep do zmiennych " globalnych”:

(hi1) £(x):=(z:3);

(%o1) f(x) =z : 3
(%i2) z;

(ho2) z

(%i3) z:1;

(%o3) 1

(%i4) £(11);

(%o4) 3

(%i5) z;

(%05) 3

4z
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m Funkcje:
m Dostep do zmiennych " globalnych”:

(%hi1) f(x):=(z:3);

(%o1) f(x) =z : 3
(%i2) z;

(ho2) z

(%i3) z:1;

(%o3) 1

(hid) £(11);

(%o4) 3

(%i5) z;

(%05) 3

m Usuwanie funkcji: remfunction(nazwa)

(%i6) remfunction(f);

(%06) [£]
hi7) £(1);5
(%oT) £(1)

4z
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[HrAY Rl Oscylator harmoniczny

Oscylator harmoniczny

05 B

05 b 4

load(draw) ;

m:1;

k:1;

alfa:0.15;

rrom*’diff (x,t,2)+alfa*x’diff (x,t)+k*x=0;
ro:ode2(rr,x,t);

rs:ic2(ro,t=0,x=1, ’diff(x,t)=1);
X:rhs(rs);

V:diff(X,t);
draw2d(explicit(X,t,0,100));

draw2d (nticks=300,parametric(X,V,t,0,30));

mi~+axt+ kxr=20

Szukamy rozwigzania:
z(t=0)=1 z(t=0)=1

k=1 a=0,15 m=1

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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[HrAY Rl Oscylator harmoniczny

0.5 -

-0.5

-1 -0.5 o] 05 1

Zaleznos$¢ x(t) Zaleznos$¢ predkosci od wychylenia
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Przyktady Potencjat wewnatrz nieskoriczonej wneki

Potencjat wewnatrz nieskonczonej wneki
Warunki brzegowe:
V=0day=0

V=0day=a
BV=Wydaz=0

Postulujemy rozwiazanie spetniajace V2V = 0 w postaci V(z,y) = X (z)Y (y). Po
podstawieniu otrzymujemy:

d*>X (z) d*Y (y)

2 2
e k"X (x) a7 k7Y (y)
(%i1) depends(X,x,Y,y);
(hol) [X(x), Y(y)]
(%i2) (ode2(diff (X,x,2)=k~2*X,X,x),ev(%%,%k1=A,%k2=B));
-k x k x

(%02) X = %e B + %e A
(%i3) (ode2(diff (Y,y,2)=-k 2*Y,Y,y),ev(%k,%k1=C,%k2=D)) ;
(%03) Y = cos(k y) D + sin(k y) C
(%i4) V:rhs(%02%%03); r

-k x k x L
(%ho4) (e B + Je A) (cos(k y) D + sin(k y) C)
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Przyktady Potencjat wewnatrz nieskoriczonej wneki

Warunki brzegowe implikujag A =0, D =0, sinka =0=k = 2% n €N

T
a b
(%i5) V:ev(V,A=0,D=0,k=n#*%pi/a,B=1);
%pin x

(%o5) %e sin(------- ) C

Korzystamy z liniowosci réwnania Laplace'a:

exa

V(z,y,N) = ZN: C(n)e a sin (%)

W szczegdlnosci dla = 0 otrzymujemy warunek brzegowy V (0,y) = Vo (y):

ic‘(n) sin (w) =V (y)

a

Mnozymy powyzsze réwnanie przez sin(w), m € Ny i catkujemy od 0 do a
a

4z
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Przyktady Potencjat wewnatrz nieskoriczonej wneki

(%16) declare(n,integer)$

(%i7) declare(m,integer)$

(%i8) sum(’integrate(’’ev(V,C=C(n),x=0)*sin(m*%pi*y/a),y,0,a),n,1,N)
=integrate (VO (y)*sin(m*%pi*y/a),y,0,a);

XN:C(TL) /Oasin (WTmy) sin (WTW) dy—/OaVO(y)sin (WTmZ/> dy

(%19) ev(%,nouns) ;
O=/ Vo (y) sin (%) dy (dla n #m)
0

(%i10) ev(%i8,n=m,nouns);

N a
gZC :/ Vo (y) sin (ﬂaﬂ) dy (dla n=m)
n=1 0

Zadajemy jaka$ nietrywialng postac potencjatu:

(%i11) VO(y):=y*(y-a)$
(%i12) (ev(%08,nouns),factor(%%));

gZC(n):w

mn3
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Przyktady Potencjat wewnatrz nieskoriczonej wneki

Otrzymujemy wzér na C,,

C(n
(n) .
N ™T™hx
4a® ( da” (=1)" -1) — . (Tny
V(z,y, N E —————e¢ a gin|—=
7r3 n3 a
1=1
(%i13) draw3d(surface_hide=true, ztics=’none,
xlabel="x/a", ylabel="y/a",
colorbox=false, enhanced3d=true,
explicit(ev(V(x,y,10),a=1),x,0,0.45,y,0,1),
terminal=wxt) ;
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Przyktady Potencjat wewnatrz nieskoriczonej wneki

Vo(y) = cos(10z)

4z
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M7V RC VAl Jednowymiarowa studnia potencjatu

Jednowymiarowa studnia potencjatu

Tworzymy procedure obliczajaca iloczyn skalarny w przestrzeni L?:
(%i1) iloczyn(f,g,x,a,b):=(integrate(conjugate(f)*g,x,a,b))$
oraz normujaca funkcje:

(%i2) normuj(f,x,Const,a,b):=block([temp],
temp:iloczyn(f,f,x,a,b)=1,
temp:abs (rhs (solve (temp,Const) [1])),
return(subst (temp,Const,f)))$

Rozwigzujemy niezalezne od czasu réwnanie Schroedingera:

92
-V, = FE,V,
2m Ox?

(%i3) declare(n,integer)$

(%i4) assume(h>0,m>0,E(n)>0,L>0,n>=0)$

(%i5) rSch:-h~2/(2*m)*’diff (Psi,x,2)=E(n)*Psi$
(%i6) ro:rootscontract(ode2(rSch,Psi,x));

2mE(n)x 2mE(n)x
U = %k1sin 7() + %k2 cos 7()
h h
Wprowadzamy zmienna pomocnicza k, oraz naktadamy warunki brzegowe &
U, (x=0)=V,(x=L)=0=>%k2=0, k,=12"
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M7V RC VAl Jednowymiarowa studnia potencjatu

(a7

hiT)
(%18)
(%19)

(%1i10)
(%i11)

(%i12)
(%i13)

rs:scsimp(ro,%k2=0,sqrt (2*m*E(n)) /h=k(n)) ;
U = %klsin (k (n) x)
k(n) :=n*)pi/L$
rhs(’’%07)$
Psi(x,n):=""%;
nx
U (z,n) = %klsin (LL )

normuj (Psi(x,n),x,%k1,0,L)$
Psi(x,n):=7"%;

rhs(solve (sqrt (2*m*E(n)) /h=k(n) ,E(n)) [1]1)$
E(n):=""%;
w2 h2n?
En) = ——Fs
2mL
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Przyktady Jed ymi studnia p jatu

W wypadku dwuwymiarowym otrzymujemy:

4 . (ngmz\ . [ nyTy
\Ijnz,ny = LzLy Sin ( Lz ) Sin (2y>

m2h2 Ng \ 2 ny \°
Bl = | (22) + (22
z y

Stan podstawowy

1
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Przyktady Jed ymi studnia jat

Stan wzbudzony nx=3, ny=2
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[M7AY Rl " Ruchy Browna”

"Ruchy Browna"

m Badamy ruch drobinki znajdujacej sie poczatkowo w punkcie (0,0,0)
m W kazdej iteracji, z rbwnym prawdopodobienstwem moze ona zmienié¢ potozenie
+1%, +1y,+12

(%i1) RB(N):=block([polozenie:[[0,0,0]],1lo0s,temp],
for i:1 thru N do(
los:random(3)+1,
temp:copylist(last(polozenie)),
temp[los] :temp[los]+random(3)-1,
polozenie:endcons (temp,polozenie)
Do
return(polozenie)

)$

(%i2) load(draw)$
(%13) draw3d(title="N=5500",point_type=0,points_joined=true,points(RB(5500)));

4z
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[M7AY Rl " Ruchy Browna”
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Przyktady Prety

Znajd? site z jaka przyciagaja sie dwa wspétliniowe prety, natadowane fadunkami Q1 i Q2
| L L

1 2

Ly Lo
F= / dml/ dm%
0 Li+d dmeo (22 — 1)

(%i1) dF:lambdal*lambda2/(4*pi*epsO*(x2-x1)"2)$
(%i2) assume(L1>0,L2>0,d>0);
(%02) [L1 >0, L2 >0, d > 0]
(%i3) F:integrate(integrate(dF,x1,0,L1),x2,L1+d,L1+d+L2);
Is L1 - x2 positive, negative, or zero? n;
lambdal lambda2 (- log(L2 + L1 + d) + log(L2 + d) + log(Ll + d) - log(d))

(%03)
4 Ypi epsO
(%i4) logcontract(%);

2
dL2+dLl+d
lambdal lambda2 log( )
2
(Ll +d) L2 +d L1 +4d =
(%o4) = L
4 Ypi epsO
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Przyktady (LG

(%1i5) ev(%,lambdal=Q1/L1,lambda2=Q2/L2) ;

In dLy+dL +d?
(L1+d) Lo+ d L1 + d?

) Q1 Q2

4 TEQ Ll L2
(%i6) assume(Q1>0,Q2>0,eps0>0);
(%06) [Q1 > 0, Q2 > 0, epsO > 0]
(%i7) is(%05>0);
(%oT) true

4z
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Gtz
Gwiazdy

Gwiazda oddala sie od obserwatora z predkoscia v = 0.6¢. Druga grawiazda oddala sie od
pierwszej rowniez z predkoscia v. Jaka jest predkos¢ N-tej gwiazdy wzgledem
nieruchomego obserwatora? Wzér na dodawanie predkosci

_ U+ Un—1
VUn-1

1+ 2

n

Algorytm iteracyjny:
(%i1) v(N,V):=block(L:[V],
for i:2 thru N do(
temp:ratsimp ((L[i-1]1+V)/(1+L[i-1]1*%V/c"2)),
L:endcons (temp,L)
s
return(L)
)$
(%i2) v(5,a*c);

2ac¢ (a3+3a)c (4a3+4a)c (a5+10a3+5a)c
a2+1 3a2+1 ’a*t46a24+1" 5at+10a2+1

[ac,

4z

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009 142 / 148



Przyktady Gwiazdy

Poréwnanie z wzorem teoretycznym. Definiujemy pospieszno$é:

y = artgh (E)
c
Z addytywnoéci y mamy:
yn = nartgh (%) = nartgh(a)
Zachodzi przy tym:
~ = coshy = cosh (nartgh(a)) = v

o2
1 2 1 v2
cosh (nartgh(a)) |
i ostatczenie:

Uy = 1- 1 : ¢
T cosh (nartgh(a))

Maxima - przewodnik praktyczny

Wroctaw, 15 pazdziernika 2009
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Przyktady Gwiazdy

Poréwnanie obu wynikdéw:

(%i3)
(%id)
(%i5)
(%i6)

wic

u(n) :=sqrt ((1-(1/cosh(n*atanh(0.6))"2))*c~2)$

assume (c>0)$

fpprintprec:3$

makelist(u(n)/c,n,1,10)-ev(v(10,a*c)/c,a=0.6) ,ratprint:false;

[0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,7.4510%,2.328 10 ?,6.1110 %, 1.55 10 ']

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

Rafat Topolnicki
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[MeAISCVA  Animacja

Prosta animacja

Kolejne przyblizenia funkcji f(z) na przedziale [a, b] szeregiem Maclaurina

animacja(f,var,kroki,a,b) :=block([T],
for i:1 thru kroki do

(
?sleep(1),
T:taylor(f,var,0,i),
drand(xtics=’none,ytics=’none,xaxis=true,
xaxis_type=solid,yaxis=true,yaxis_type=solid,
line_width=2,explicit(f,var,a,b),color=red,
explicit(T,var,a,b),terminal=wxt)

)

s

4z

Rafat Topolnicki Maxima - przewodnik praktyczny Wroctaw, 15 pazdziernika 2009 145 / 148



[MeAISCVA  Animacja

(%i2) animacja(sin(x)#*x°2,x,10,-3,3);
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Zakonczenie

Nie oméwione mozliwosci programu:
Statystyka

Obliczenia zmiennoprzecinkowe
Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych
Szeregi

Wiele innych ...

4z
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