Przytaczajac definicje liczb zespolonych, wyznacznika, wypowiedz twierdzenia Cramera oraz
Kroneckera-Capelliego, korzystatem z | tomu wyktadéw Prof. Andrzeja Staruszkiewicza dla fizykow:
ALGEBRA | GEOMETRIA, Krakéw, 1993.

Liczby zespolone

Liczby zespolone to (uporzadkowane) pary liczb rzeczywistych, dla ktorych
dodawanie i mnozenie jest okreslone wzorami:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)

(a,b) * (c,d) =(a*c-b*d,a*d+b*¢c),

gdzie a, b, cid to liczby rzeczywiste. Liczby zespolone z powyzszymi dziataniami
stanowia ciato.

Liczbe (a,b) mozna napisac w postaci:

(a,b) = (a,0)*(1,0) + (b,0)*(0,1).

Liczby postaci (a,0) wykazuja identyczne wtasnosci jak liczby rzeczywiste, a wiec
mozemy je utozsamic¢ z nimi i pisac krotko a. Liczbe zespolong (0,1) oznaczamy
litera .

Ostatecznie, zamiast (a,b) piszemy czesto a + b*i, a takg postac liczby zespolonej
nazywamy algebraiczna lub rownowaznie kanoniczng. Liczbe a nazywamy czes-
cig rzeczywista liczby z (a = Re(z)), a liczbe b nazywamy czescig urojona liczby z
(b=Im(z)).

Taki zapis umozliwia w szczegdlnosci szybkie znalezienie odwrotnosci liczby z,
771, ktéra powinna spetniaé z definig;ji

z* z7'=771* z=1. Mianowicie z7'=1/(a+b*i)= (a-b*i)/((a-b*i)*(a+b*i)) = —— -
a*afb*b*i, przy czym musi zachodzic z #0 (tzn. przynajmniej jedna z liczb a,b musi

by¢ rézna od zera).

Wielko$¢ | z| = Ya?+b? nazywamy wartoécia bezwzgledna (modutem) liczby
zespolone;j.

Kazda liczbe ¢ o tej wtasnosci, ze

Re(z) =|z| cos ¢,

Im(z)=|z|sin ¢,
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In[1]:=

Out[1]=

In[2]:=

out[2]=

In[3]:=

Out[3]=

In[4]:=

Qut[4]=

In[5]:=

out[5]=

nazywamy argumentem liczby zespolonej z, piszac ¢=arg(z).

Jesli ¢=arg(z) » ¢’=¢+2r=arg(z).

Dlatego umawiamy sie co do tzw. argumentu gtownego liczby zespolonej, ze
bedzie lezat w przedziale [ 0, 277).

Kazda liczba zespolona z moze byc¢ wiec zapisana w postaci trygonometrycznej:
z=|z|(cos@+i*sin¢), gdzie ¢ jest dowolnym argumentem z.

Czesto uzywany jest tez zapis wyktadniczy

z=|z]|e", rbwnowazny postaci trygonometryczne;j.

Kazda liczba zespolona rézna od zera ma n réznych pierwiastkow

n-tego stopnia. Sa to liczby o tej wtasnosci, ze podniesione do potegi n dajg liczbe

z.Jedliz= | z | €, to pierwiastkami sa liczby
i(¢+2km)
z=4|lz|e n ,gdziek=0,1,..,n-1.

W innym zapisie:

2= \”/ | Z | (cos("’*TZk’”) + i*sin("’*TZ’“”)), k=0, 1, ...,n-1.

Proste przyktady

Solve[z”~2 == -1, z]

rozwigz rownanie

{{z>-1}, {z>1}}

Solve[z"4 =1, Zz]

rozwigz réwnanie

{{z>-1}, {z> -1}, {z>1}, {z>1}}

Solve[z”~4 == -1, z]
rozwigz rownanie

{{ze—(—l)l/“}, {Z% (_1)1/4}, {Ze—(—1)3/4}, {ze (_1)3/4}}

Solve[z”~4 ==Sqrt[2] /2 +IxSqrt[2] /2, z]

rozwigz réwna-- |pierwiastek k--- |--- |pierwiastek kwadrat«

(1+1i)t/4 i(1+1)t/% i(1+1)¥4 (1+1)1/%
R I
21/8 21/8 21/8 21/8
Simplify[Solve[z”~4 == Sqrt[2] /2 +I%Sqrt[2] /2, z]]
uprosé rozwigz réwna-- |pierwiastek k--- |--- |pierwiastek kwadratov

(1+1)24 P (1+)L/ P (1+4)L/ (1+1)/4
{{Z%_ ;is }’ {Z%_l 21/]; }’ {Z% - 21/1513 }’ {Z% ;Jis }}
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infe]:= FullSimplify[Solve[z”~4 == Sqrt[2] /2 +IxSqrt[2] /2, z]]
outel= {{z - (-1)Y*}, {z5-(-1)°*}, {z5 (-1)%*}, {z5 (-1)V**}}

Powyzsze wyniki nie sag dane ani w postaci algebraicznej, ani w postaci trygonometrycznej, ani w
postaci wyktadniczej. Dlatego sprobuje bezposrednio wykorzystac definicje.

Najpierw sprawdzam jednak konwencje uzywane w programie Mathematica !

ni71:= pl = ListPlot[{{1, 1}}, AspectRatio -» 1, AxesLabel -» {"Re(z)", "Im(z)"},

PlotStyle » {Red, PointSize[Large]}, PlotRange » {{-2, 2}, {-2, 2}}];

inisl:= p2 = ListPlot[{{-1, 1}}, AspectRatio -» 1, AxesLabel » {"Re(z2)", "Im(z)"},

PlotStyle -» {Black, PointSize[Large]}, PlotRange » {{-2, 2}, {-2, 2}}];

info]:= p3 = ListPlot[{{-1, -1}}, AspectRatio » 1, AxesLabel - {"Re(z)", "Im(z)"},

PlotStyle » {Blue, PointSize[Large]}, PlotRange » {{-2, 2}, {-2, 2}}];

inf10]:= p4 = ListPlot[{{1, -1}}, AspectRatio » 1, AxesLabel » {"Re(z)", "Im(z)"},

PlotStyle -» {Green, PointSize[Large]}, PlotRange » {{-2, 2}, {-2, 2}}];

in(111:= Show[pl, p2, p3, p4]

out[11]=
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inf12]:= Arg[1 + I]

out[12]=

Y

n(13:= Arg[-1+I]

Out[13]=

37

in[141:= Arg[-1-1I]

Out[14]=

inf1s5]:= Arg[1-1I]

out[15]=

S
4
inf16]:= Arg[-1]
out[16]=
T

Nowa definicja argumentu liczby zespolonej

Widad, ze dostaje wartosci z przedziatu (-7t, 71] . Chciatbym uzywad wartosci argumentu gtéwnego
z przedziatu [ 0, 2 7). Dlatego tworze wtasna definicje argumentu:

in(17):= MyArg[z_] := If[Arg[z] 20, Arg[z], Arg[z] +2*Pi]

inf1el:= MyArg[1 + I]

Out[18]=

|

inf19]:= MyArg[-1 + I]

Oout[19]=

37

4
in[20]:= MyArg[-1-1I]

Out[20]=
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in[211:= MyArg[1 - I]

out[21]=
77

inf22:= Simplify [Abs[1 - I] % (Cos[MyArg[1-I]] + I «Sin[MyArg[1-1]])]

out[22]=
1-1

in[23]:= MyArg[-1]

out[23]=

Dlatego wprowadzam wtasne definicje pierwiastka n-tego stopnia z liczby zespolonej.
W postaci wyktadniczej:

In[24]:= MyRoot[n_, z_] :=

Table[ (Abs[z])~(1/n) *Exp[I* (MyArg[z] +2xk*Pi) /n], {k, @, n-1, 1}]

oraz w rownowaznej postaci trygonometrycznej:

in[25]:= MyRootv2[n_, z_] :=Table[ (Abs[z]) ~(1/n) =
(Cos[ (MyArg[z] +2*k*Pi) /n] + I%Sin[ (MyArg[z] +2xk=*Pi) /n]), {k, @, n-1, 1}]
inf26]:= (* Przyktad pierwiastka kwadratowego )

271~ p22 = MyRoot [2, Sqrt[2] /2 + I +Sqrt[2] /2]

out[27]=
o 7ix
{ecs e}

ini28]- p22v2 = MyRootv2[2, Sqrt[2] /2 + I +Sqrt[2] /2]

Oout[28]=
{Cos[g] +jSin{18T}, —Cos{g] —jSin[gH
In[29]:= p22°2
Oout[29]=

im i

(€5, <)
In[30]:= DeleteDuplicates[{ei_:, e,.:}]

out[30]=
{ev}

nf31:= (* Przyktad pierwiastka szdéstego stopnia x)
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in[32]:= p61 = MyRoot [6, 1]

Out[32]=
in o zix _2in_ix
{1,@3,<e3,—1,<e 3, e 3}
In[33]:= p61"6
out[33]=

{1,1,1,1,1, 1}
in[34]:- DeleteDuplicates [p61”6]

out[34]=

{1}
in35]:= DeleteDuplicates [p6176] [1]

Out[35]=

Teraz sprobujemy bardziej ogdlnego zapisu, gdzie wystepuja zmienne

in[36:= ClearAll[x, y, z];

n37l= Z=X+Ixy

out[37]=
X+1y
In[3gl:= Re[z]
Out[38]=
-Im[y] + Re[X]

in[391:= (* Mathematica nie wie, ze x i y maja by¢ liczbami
rzeczywistymi i daje ogélng odpowiedZ. Mozemy poinformowac program,
ze x 1 y sg rzeczywiste, uzywajgc ComplexExpand =)

inf40:= (% Ten zapis oznacza,
ze x 1 y (wszystkie wielkosSci w wyrazeniu) sg liczbami rzeczywistymi =*)

in[41]:= ComplexExpand [Re[X + I xy]]
Oout[41]=

inf421:= (* Ten zapis oznacza, ze x i y sg liczbami rzeczywistymi,
ale w jest dowolng liczbg zespolong ! =*)

in[43]:= ComplexExpand[Re[wW"2x (X +Ixy)], w]

Out[43]=

—xIm[w]z—ZyIm[w} Re [w] +xRe[w]2

Definiowanie obszardw i linii w ptaszczyznie XY za pomoca liczby zespolonych

Niech z1=x1 + I*y1, z2=x2 + I*y2 oznaczaja dwie liczby na ptaszczyznie zespolonej.
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Utozsamiamy | z1 - z2 | z odlegtoscia punktow P1(x1,y1) i P2(x2,y2) !

inf441:= (* W ten sposéb okreslimy koto o srodku w punkcie (0,0) i promieniu Sqrt[2] x)

in[45]:= plotl = ComplexExpand [Abs[z] < Sqrt[2]*2]

Out[45]=

X +y2 <2
inf46:- RegionPlot [plotl, {x, -5/2, 5/2}, {y, -5/2,5/2},

Axes - True, AxesLabel -» {"x", "y"}, AspectRatio -» 1]

Out[46]=

|
N

I
-
o
-
N

n471:= (* W ten sposéb okreslimy rdéwnanie okregu
o sSrodku w punkcie (1,1) i promieniu Sqrt[2] =)

in48]:= plot2 = ComplexExpand[Abs[z -1 - I] == 2]

Out[48]=

V(-14x)%4 (-14y)? =
inf49]:= (% Tak nie dzia%a: ContourPlot[plot2, {x,-3/2,4},

{y,-3/2,4} ,Axes-»True,AxesLabel-{"x","y"},AspectRatio-1];

Konieczne jest w tym przypadku uzycie "Evaluate" %)
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in[s0]:= ContourPlot [Evaluate[plot2], {x, -3/2, 4}, {y, -3/2, 4},

Axes - True, AxesLabel -» {"x", "y"}, AspectRatio - 1]

out[50]=

in[51:= (% Ponizej znajdziemy réwnanie elipsy z ogniskami w punktach F1(0,1) i F2(0,-1). x)

in[52]:= plot3 = ComplexExpand[Abs[z + I] + Abs[z - I] == 4]

out[52]=

Vs (c1ey) 2 s (1ay)? =
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in[53]:= ContourPlot [Evaluate[plot3], {x, -3, 3}, {y, -3, 3},

Axes - True, AxesLabel -» {"x", "y"}, AspectRatio - 1]

out[53]=
y
3 [ T T T T T T ]
2 = -
1 — —
0 X
1k u
2L u
=30, [ [ . . | P L1
-3 -2 -1 0 1 2 3

in[541:= (* A w ten sposéb zadajemy hiperbole o ogniskach w punktach F1(9,1) i F2(0,-1) =*)

in(s5:= plot4 = ComplexExpand [Abs [Abs[z + I] - Abs[z -I]] == Sqrt[2]]

Oout[55]=

\/(—\/x2+ (-1+y)? +\/X2+ (1+y)2)2 =42
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in[s6]:= ContourPlot [Evaluate[plotd], {x, -3, 3}, {y, -3, 3},

Axes - True, AxesLabel -» {"x", "y"}, AspectRatio -» 1]

out[56]=
y
3 [ T T T T T T ]
2 = -
1 — —
0 X
1k u
2L u
=307 [ [ . . | P 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

in[571:= Clear[X, Yy, z];

Ponizsze komendy pokazuja, jak usprawnic znajdowanie i rysowanie pierwiastkow réwnania
czwartego stopnia

in(s8]:= plots5 = Solve[z"4 == 1]

out[58]=
{{z->-1}, {z> -1}, {z>1}, {z>1}}

in[59:= (% Wycigganie rozwigzan: x)
infeo]:= z = Table[z /. plot5[i], {i, 1, Length[plot5]}]

out[60]=
{-1, -1, i, 1}

infe1:= (* Albo réwnowaznie tak: =x)

inl62]:= zz =z /. ploths

Out[62]=
{71“ *].L: j: 1}

in[63l:= (* Przygotowuje wspoirzedne punktéw, by uzyé ListPlot ... x)
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infe4]:- pkty = Table[{Re[z[ill], Im[z[il]}, {i, 1, Length[z]}]

out[64]=

{{-1, e}, {e, -1}, {0, 1}, {1, 0}}
infes):= pkty[11
Qut[65]=

{-1, o}

infec]:= (* Do rysowania odrebnych punktéw uzywamy ListPlot =)

inf67]:= ListPlot [pkty, AspectRatio - 1,

AxeslLabel » {"x", "y"}, PlotStyle » {Red, PointSize[Large]}]

Out[67]=

0.5

-0.5+-

1op

infesl:= (* Ale istnieje droga na
skroty: mozna bezosrednio narysowac¢ liste liczb zespolonych,
czyli zz w naszym przypadku ! x)
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in[69]:- ComplexListPlot[zz, AspectRatio-» 1,

AxesLabel » {"x", "y"}, PlotStyle » {Red, PointSize[Large]}]

Oout[69]=

0.5

-0.5

—1.0T

Teraz rozwigzemy rownanie kwadratowe z zespolonymi wspotczynnikami

in[701:= ClearAll[z];

in(711:= sol = Solve[ (5 -5%I) *z"2- (3-2%xI)*xz+1:=20, z]

out[71]=
2 1

1 31
R AL
inf721= z1 =2z /. sol[1]
out[72]=
1 31

_ —

10 10

in[731:= z2 =2 /. sol[2]

out[73]=

n(74l= (5-5%I) *2172- (3-2%I)*z1+1==0

Out[74]=
True
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inf751= (5-5%I) #2272 - (3-2%I) *%*22+1 ==

Oout[75]=
True

Ciekawostka: definicje funkcji sinus i cosinus dla zmiennej zespolonej bazujace na funkcji e* =
exp(z) !

in[76]:= Clear[z, X, y];

n(771- MyCos[z_] := (EA(I#2z) +EA(-Ix2z)) /2

in[781:= MySin[z_] := (E~(I*z) -E~(-I%x2z)) / (2*1)

in[791:= Plot[{Sin[x], MySin[x]}, {x, @, 4}, PlotLegends - "Expressions"]

Oout[79]=
1.0
0.5+
— sin(x)
L e N e MySin(x
: . . . ySin(x)
-05F

in[sol:= Sin[x] = MySin[x]

out[80]=
1 ) :
Sin[x] =-—1 (-e " +e')
2

inf81]:= Simplify [Sin[x] == MySin[x]]

Out[81]=
True
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in[s2]:- Plot[{Cos[x], MyCos[x]}, {x, @, 4}, PlotLegends - "Expressions"]

out[82]=
1.0
osf
LNl L ‘1““1_003()()
! 2 3 4 MyCos(x)
_0.5k
“10f

in[e3]:= Cos [X] == MyCos [X]

Out[83]=

Cos[x] = — (e "X +e'¥)

N R

in[g4]:= Simplify[Cos [x] == MyCos [x] ]

Out[84]=
True

Dlatego prawdziwy jest wzér de Moivre'a (zwany tez wzorem Eulera):
EA(I*z)== Cos[z] + I*Sin[z]

s - Simplify[ E” (I*2) == Cos[z] + I*Sin[z] ]

out[85]=
True
in[gel:= SIn[I]
out[86]=
i Sinh[1]
Infg7]:= Cos [I]
out[87]=
Cosh[1]

in(ssl:= (* "Jedynka trygonometryczna" jest prawdziwa dla argumentéw zespolonych ... *)

in[go]:= Simplify[Cos[z] "2+ Sin[z] ~2]

out[89]=

nfeol:= (* ... ale wartosci absolutne sinusa i
cosinusa nie muszg leze¢ w przedziale [-1,1] ! x)



In[91]:=

out[91]=

In[92]:=

out[92]=

In[93]:=

Out[93]=

In[94]:=

Out[94]=

Wektory (tréjwymiarowe)

N[Sin[5%1I]]

0. +74.2032 1

N[Abs [Sin[5%I]]]

74.2032

N[Cos[3 +4%1I]]

-27.0349 - 3.85115 1

N[Abs[COS[3+4%I]]]

27.3079
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W wielu wypadkach wystarcza utozsamienie trzyelementowej listy i wektora, gdzie kolejne

elementy listy odpowiadaja sktadowej x, y i z wektora

In[95]:=

Out[95]=

In[96]:=

v = {vl, v2, v3}

{vl, v2, v3}

MatrixForm[v]

Out[96]//MatrixForm=

In[97]:=

out[97]=

In[98]:=

vl
v2
v3

y = {y1, y2, y3}

{yl, y2, y3}

MatrixForm[y]

Out[98]//MatrixForm=

yl
y2
y3

Dodawanie wektoréw

In[99]:= V +Y

out[99]=

{vl+yl, v2+y2, v3+y3}
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Mnozenie wektora przez liczbe

In[100]:=
5%V

out[100]=
{5v1, 5v2, 5v3}

lloczyn skalarny

In[101]:=

vdoty = v.y
Oout[101]=

viyl+v2y2+v3y3
In[102]:=

ydotv =y.v
out[102]=

vliyl+v2y2+v3y3
In[103]:=

vdoty === ydotv
Oout[103]=

True
In[104]:=

(* Inaczej iloczym skalarny =x)
In[105]:=

Dot [V, y]
Oout[105]=

vliyl+v2y2+v3y3
In[106]:=

Dot[v, y] ===vV.y
out[106]=

True
In[107]:=

(» Norma wektora =)
In[108]:=

Norm[v]
Oout[108]=

\JAbs [v1]? + Abs [v2]? + Abs [v3]>
In[109]:=

(* wektor jednostkowy w tym samym kierunku co v %)
In[110]:=

Normalize[v]
out[110]=

{ vl ,

\JAbs [v1]? + Abs [v2]2 + Abs [v3]2
v2 v3

\JAbs[v1]2 + Abs [v2]2 + Abs[v3]2  ~/Abs[v1]2 +Abs[v2]2 + Abs[v3]

)
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In[111]:=
Normalize[{1, 2, 5}]
Oout[111]=

1 2 5
5 ( : f )
In[112]:=

(* Sprawdzenie, czy mamy do czynienia z wektorem jednostkowym x)

In[113]:=
Norm[Normalize[{1, 2, 5}]]

Out[113]=
1
In[114]:=
(*» To jest czestym tematem zadan: kat miedzy wektorami x)
In[115]:=
VectorAngle[{1, 0, 0}, {0, 1, 0}]
Out[115]=
Tt
2
In[116]:=
VectorAngle[ {1, @, 0}, {0, 0, 0}]
out[116]=
Indeterminate
In[117]:=
MyVectorAngle[zl_, z2_] :=
If[Norm[z1l] > @& & Norm[z2] > @, ArcCos[z1.z2/ (Norm[z1] *Norm[z2])], O]
In[118]:=
(* Jak to dziata ? Przepis jest bardzo prosty, zaktadajac,
ze mamy do czynienia z niezerowymi wektorami. Je$li przynajmniej jeden z wektordéw
jest wektorem zerowym, przyjmuje, ze kat miedzy wektorami wynosi zero. x)
In[119]:=
MyVectorAngle[ {1, 0, 0}, {9, 1, 0}]
Out[119]=
JT
2
In[120]:=
MyVectorAngle[{1, @, 0}, {0, 0, 0}]
Out[120]=

%]

Iloczyn wektorowy

In[121]:=
z1 = Cross [V, y]

out[121]=

{-v3y2+v2y3, v3yl-vly3, -v2yl+vly2}
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In[122]:=
(* Inaczej *)

In[123]:=
z2=V xy (* to nie jest znak "iks",

tylko znak dziatania wziety z palety "Writing Assistant” ! )
Out[123]=
{-v3y2+v2y3, v3yl-vly3, -v2yl+vly2}
In[124]:=
Cross[Vv, Y] ===V xYy
Out[124]=
True
In[125]:=
(* Z wektoréw niezaleznych liniowo mozna stworzy¢ zbiér wektordéw
wzajemnie prostopadiych i unormowanych, czyli baze ortonormalng =x)
In[126]:=
baza = Orthogonalize[{{1, 2, 3}, {0, 3, 4}, {1, 5, -2}}]
Oout[126]=
1 2 3 9 3 1 1 2 3
{{ k) ) }){’ b ] }:{ )2 s T }}
V14 7 414 491 4/91 491 V26 13 \/26
In[127]:=
Do[{Print[" baza[[", i, "]].baza[[", j, "]1]1= ", baza[i]l.baza[jI1},
{i, 1, 3}, {3, 1, 3}]
baza[[1l]].baza[[1]]=1
baza[[1l]].baza[[2]]= ©
baza[[1l]].baza[[3]]= ©
baza[[2]].baza[[1l]]= ©
baza[[2]].baza[[2]]=1
baza[[2]].baza[[3]]= ©
baza[[3]].baza[[1l]]= ©
baza[[3]].baza[[2]]= ©
baza[[3]].baza[[3]]=1
In[128]:=
(* Teraz dowolny wektor r moze byc¢ zapisany w postaci kombinacji liniowej r=
>3_.cixbaza[i]], gdzie cj=r.baza[i] =)
In[129]:=
ClearAll[ri, r2, r3];
In[130]:=
r={rl, r2, r3}
out[130]=
{r1, r2, r3}
In[131]:=

Do[c[i] = r.baza[i], {i, 1, 3}];



In[132]:=
c[1]
out[132]=
rl 2 3r3
+ .= r2+
\14 7 14
In[133]:=
c[2]
Out[133]=
9rl 3r2 r3
- + +
/91 V91 191
In[134]:=
Simplify[r -Sum[c[i] *baza[i], {i, 1, 3}]1]
Oout[134]=

{e, 0, 0}
Wektory moga miec zespolone sktadowe

In[135]:=

f= {1, 1, 90}
Out[135]=
{1, 1, 0}
In[136]:=
h={1-I,2*I+4, 3*I}
Out[136]=
{(1-1,4+21, 31}
In[137]:=
(* Norma wektora powinna byc pierwiastkiem kwadratowym
z iloczynu skalarnego wektora przez ten sam wektor,
ale taki iloczyn skalarny moze mie¢ wartosc¢ zero lub by¢ liczbg zespolong
In[138]:=
f.f
Out[138]=
0
In[139]:=
h.h
Out[139]=
3+141
In[140]:=
(* Trzeba zmienic¢ definicje iloczynu skalarnego, bo, jak wida¢ powyzej,
kwadrat niezerowego wektora moze da¢ zero lub liczbe zespolong ! x)
In[141]:=

Dotcmplx[z1_, z2_] := Conjugate[zl].z2 (* nie jest przemienny ! x)

In[142]:=

Normcmplx[z_] := Sqrt[Dotcmplx[z, z]]
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*)
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In[143]:=
Normcmplx [f]

V2

out[143]=

In[144]:=
Normcmplx[h]

31

out[144]=

In[145]:=
(* Funkcja "Norm" wie o tym i liczy poprawnie norme zespolonego wektora =)

In[146]:=
Norm[f]

Out[146]=

V2

In[147]:=
Norm[h]

Out[147]=

V31
PODSTAWOWE TOZSAMOSCI WEKTOROWE

Udowodme nastgpujace bozsumosa wekborowe
spetnicne dla dowoliyeh wektoréw A, &, 21 I

1 (Ax BR 4+ (A Bp = (ArR(Er
3 A (BT =C(AxEB)=FE - (Cx4)=
A (T B =-C (B

-

8 (AxB) (CxD)+(Bxd) (Ax D)+ (CxA) (BxD) =10
Dowody powyzszych, bardzo potrzebnych twierdzen, sg bardzo tatwe do uzyskania przy pomocy
programu Mathematica. W tych dowodach wystarczy uzywac trzyelementowych list

In[148]:=
Clear[a, b, c, d];

In[149]:=
a-= {a1, a2, 33}}



In[150]:=

In[151]:=

In[152]:=

In[153]:=

In[154]:=

Out[154]=

In[155]:=

Out[155]=

In[156]:=

Out[156]=

In[157]:=

In[158]:=

In[159]:=

out[159]=

In[160]:=

In[161]:=

out[161]=

In[162]:=

Out[162]=

b = {b1, b2, b3};

c = {cl, c2, c3};

d = {d1, d2, d3};

(* Tw. 1 =*)

leftl = Cross[a, b].Cross[a, b] + (a.b) ~2

(-a2bl+alb2)?+ (a3bl-alb3)?+ (~a3b2+a2b3)?+ (albl+a2b2+a3b3)?
rightl = (a.a) » (b.b)

(a1? + a2® + a3%) (b1 + b2® + b3?)

Simplify[leftl == right1]

True

(* Tw. 2 %)

(* Uwaga: teraz dla odmiany uzywam palety Writing Assistant,
gdzie w grupie Typesetting jest zdefiniowany operator "cross" =)

Simplify[a.(bxc) ==c.(axb) ==b. (cxa) == -a. (cxb) == -c. (bxa) = -b. (axc)]
True

(* Tw. 3 %)

left3 = Cross[a, Cross[b, c]]

{-a2b2cl-a3b3cl+a2zblc2+a3blc3,
alb2cl-alblc2-a3b3c2+a3b2c3, alb3cl+a2b3c2-alblc3-a2b2c3}

right3 = (a.c) *b- (a.b) xc

{-((albl+a2b2+a3b3) cl) +bl (alcl+a2c2+a3c3),
-((albl+a2b2+a3b3) c2) +b2 (alcl+a2c2+a3cl3),
-((albl+a2b2+a3b3) c3) +b3 (alcl+a2c2+a3c3)}
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In[163]:=

Out[163]=

In[164]:=

In[165]:=

out[165]=

In[166]:=

out[166]=

In[167]:=

In[168]:=

Out[168]=

In[169]:=

out[169]=

In[170]:=

out[170]=

In[171]:=

In[172]:=

Out[172]=

Simplify[left3 == right3]

True

(* Tw. 4 =*)

leftd =ax (bxc) +bx (cxa) +cx (axb)

{6, 0,0}

Simplify[left4 == {0, 0, 0}]

True

(+ TW. 5 %)

left5 = (axb).(cxd)

(-a2bl+alb2) (-c2dl+cld2) +
(a3bl-alb3) (c3dl-cl1d3) + (-a3b2+a2b3) (-c3d2+c2d3)

right5 = (a.c) * (b.d) - (a.d) » (b.c)

-((blcl+b2c2+b3c3) (aldl+a2d2+a3d3)) + (alcl+a2c2+a3c3) (bldl+b2d2+b3d3)

Simplify[left5 == right5]

True

(* TW. 6 %)

left6 = (axb) x (cxd)

{-a3blc2dl+alb3c2dl+a2blc3dl-alb2c3dl+a3blcld2-alb3cld2-
a2blcld3+alb2cld3, -a3b2c2dl+a2b3c2dl+a3b2cld2-a2b3cld2+
a2blc3d2-alb2c3d2-a2blc2d3+alb2c2d3, -a3b2c3dl+a2b3c3dl+
a3blc3d2-alb3c3d2+a3b2cld3-a2b3cld3-a3blc2d3+alb3c2d3}
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In[173]:=

right6 = (a. (bxd)) xc- (a.(bxc)) »=d

Oout[173]=
{-((a3 (-b2c1+blc2) +a2 (b3cl-blc3) +al (-b3c2+b2c3)) dl) +
1 (a3 (-b2d1+b1d2) +a2 (b3dl-bld3) +al (-b3d2+b2d3)),
-((a3 (-b2cl1+blc2) +a2 (b3cl-blc3) +al (-b3c2+b2c3)) d2) +
c2 (a3 (-b2d1+bld2) +a2 (b3dl-bld3) +al (-b3d2+b2d3)),
-((a3 (-b2cl1+blc2) +a2 (b3cl-blc3) +al (-b3c2+b2c3)) d3) +
€3 (a3 (-b2d1+b1d2) +a2 (b3dl-bld3) +al (-b3d2+b2d3))}
In[174]:=
Simplify[left6 == right6]
Out[174]=
True
In[175]:=
(* Tw. 7 *%)
In[176]:=
left7 =ax (bx (cxd))
Oout[176]=
{-a3blc2dl+a2blc3dl+a3blcld2+a2b2c3d2+a3b3c3d2-a2blcld3-
a2b2c2d3-a3b3c2d3, -a3b2c2dl-alblc3dl-a3b3c3dl+a3b2cld2-
alb2c3d2+alblcld3+a3b3cld3+alb2c2d3, alblc2dl+a2b2c2dl+
a2b3c3dl-alblcld2-a2b2cld2-alb3c3d2-a2b3cld3+alb3c2d3}
In[177]:=
right7 = (b.d) » (axc) - (b.c) = (axd)
out[177]=
{-((blcl+b2c2+b3c3) (-a3d2+a2d3)) + (-a3c2+a2c3) (bldl+b2d2+b3d3),
-((blcl+b2c2+b3c3) (a3dl-ald3)) + (a3cl-alc3) (bldl+b2d2+b3d3),
—((blcl+b2c2+b3c3) (-a2dl+ald2)) + (-a2cl+alc2) (bldl+b2d2+b3d3)}
In[178]:=
Simplify[left7 == right7]
Out[178]=
True
In[179]:=
(* Tw. 8 =*)
In[180]:=
left8 = (axb).(cxd) + (bxc).(axd) + (cxa).(bxd)
Out[180]=
(-b2cl+blc2) (-a2dl+ald2) +
(a2cl-alc2) (-b2dl+bld2) + (-a2bl+alb2) (-c2dl+cld2) +
(b3cl-blc3) (a3dl-ald3) + (-b3c2+b2c3) (-a3d2+a2d3) +
(-a3cl+alc3) (b3dl-bld3) + (a3c2-a2c3) (-b3d2+b2d3) +
(a3bl-al1b3) (c3dl-cld3) + (-a3b2+a2b3) (-c3d2+c2d3)
In[181]:=
Simplify[left8 == 0]
Out[181]=

True
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Macierze

In[182]:=

ClearAll[A, B, H, X, Y, Z];

“Macierz - uktad liczb, symboli lub wyrazen zapisanych w postaci prostokatnej tablicy.”
(Wikipedia)
Nas chwilowo interesuja tablice liczb.

fl11 A1z -+ Qim
flay oz -+ dapm ) ) )

A=| . ) |- Tamacierz ma n wierszy i m kolumn.
n1 Qpz2 - Opm

Do tej pory uzywalismy list trzyelementowych, méwigc o wektorach i nie zastanawialismy sie, czy
mamy do czynienia z wierszem, czy z kolumna'!

Czy mozna mieszac trzyelementowe listy i “column vectors” ? NIE MOZNA, chod ich postad
macierzowa “MatrixForm” jest identyczna.

In[183]:=

v = {vl, v2, v3} (* lista x)
Out[183]=

{vl, v2, v3}
In[184]:=

MatrixForm[v]

Out[184]//MatrixForm=

vl
v2
v3
In[185]:=
k = {{k1}, {k2}, {k3}} (* kolumna =x)
Out[185]=
{{k1}, {k2}, {k3}}
In[186]:=

MatrixForm[k]

Out[186]//MatrixForm=

k1
k2
k3
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In[187]:=

k.v

+*= Dot: Tensors {{k1}, {k2}, {k3}} and {v1, v2, v3} have incompatible shapes.

Out[187]=

{{k1}, {k2}, {k3}}.{v1, v2, v3}

WNIOSEK: Wymagana jest ostroznos¢, jesli chcemy konsekwentnie stosowad zapis uzywany w
podrecznikach algebry liniowe;j !

Jak wprowadzaé macierz w notatniku ? Reguta jest bardzo prosta: macierz to lista wier-

szy !
In[188]:=
(» Ponizej macierz, ktéra jest pojedynczym wierszem =x)
In[189]:=
w={{wl, w2, w3}} (* wiersz x)
Out[189]=
{{wl, w2, w3}}
In[190]:=

MatrixForm[w]

Out[190]//MatrixForm=

(wl w2 w3)
In[191]:=
(* A to przypomnienie: macierz k jest pojedynczg kolumna,
wiec jej wiersze zawierajg tylko po jednej liczbie &)
In[192]:=
k = {{k1}, {k2}, {k3}} (* kolumna =x)
out[192]=
{{k1}, {k2}, {k3}}
In[193]:=

MatrixForm[k]

Out[193]//MatrixForm=

k1
k2
k3
In[194]:=
A={{1, 0, 3, 4}, {2, 4, -2, 8}, {1, 0, -4, 6}, {3, -7, 9, 1}}
Out[194]=
{{1, e, 3,4}, {2,4, -2, 8}, {1,0, -4, 6}, {3, -7,9, 1}}
In[195]:=

MatrixForm[A]

Out[195]//MatrixForm=

1 0 3 4
2 4 -2 8
1 0 -4 6

3 -7 91
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In[196]:=

B = {{'21 1: 8, 9}, {7, 9, '21 2}: {QJ 1: 2: 3}: {2: 1: '95 3}}
out[196]=

{{-2,1, 8,0}, {7,0, -2, 2}, {0, 1, 2, 3}, {2, 1, -9, 3}}
In[197]:=

MatrixForm[B]

Out[197]//MatrixForm=

-21 8 0
7 0 -2 2
0 1 2 3
2 1 -9 3
In[198]:=
X={{1, 2}, {-2, 3}, {4, 5}, {6, -5}}
out[198]=
{{1, 2}, {-2, 3}, {4, 5}, {6, -5}}
In[199]:=

MatrixForm[X]

Out[199]//MatrixForm=

1 2
-2 3
4 5
6 -5
In[200]:=
Y= {{-1}, {2}, {0}, {9}}
Out[200]=
{{-1}, {2}, {0}, {9}}
In[201]:=
(*» Teraz Y jest z zamierzenia "wektorem kolumnowym" ! x)
In[202]:=

MatrixForm[Y]

Out[202]//MatrixForm=

-1
2
(4]
9
In[203]:=
Z={{-3, 4,5, 2}}
Out[203]=
{{-3, 4,5, 2}}
In[204]:=
(* Teraz Z jest z zamierzenia "wektorem wierszowym" ! )
In[205]:=

MatrixForm[Z]

Out[205]//MatrixForm=

(-3 45 2)



Mozemy wykonywac rézne dziatania

In[206]:=

(* Mnozymy macierz przez liczbe =)
In[207]:=

2xA
Oout[207]=

{{2, 0, 6, 8}, {4, 8, -4, 16}, {2, 0, -8, 12}, {6, -14, 18, 2}}

In[208]:=
MatrixForm[2 % A]

Out[208]//MatrixForm=

2 0 6 8
4 8 -4 16
2 0 -8 12
6 -14 18 2
In[209]:=
(* Kombinacja liniowa macierzy moze by¢ utworzona,
jesli macierze A i B majg te same rozmiary ! x)
In[210]:=
2xA+3xB
Oout[210]=
{{-4, 3, 30, 8}, {25, 8, -10, 22}, {2, 3, -2, 21}, {12, -11, -9, 11}}
In[211]:=

MatrixForm[2 xA + 3 % B]

Out[211]//MatrixForm=
-4 3 30 8

25 8 -10 22
2 3 -2 21
12 -11 -9 11

Mnozenie macierzowe, “wiersz razy kolumna”
(A.B);= i1 Aik "By , gdzie n jest liczbg kolumn macierzy Ai liczba wierszy macierzy B

(obrazek z Wikipedii)
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Mnozenie macierzowe A.B, tzw. mnozenie wiersz przez kolumne. Znakiem tego mnozenia tez jest
kropka wprowadzana wprost z klawiatury, ktorej wczesniej uzywaliSmy dla oznaczenia iloczynu
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skalarnego, opisujac wektory przy pomocy list ! Nie kazde mnozenie macierzowe jest wykonalne:
wymagane jest aby liczba kolumn macierzy A byta réwna liczbie wierszy macierzy B. Mnozenie
macierzowe na ogo6t NIE JEST PRZEMIENNE.

In[212]:=
(* Najprostszy przyktad: mnozenie kolumny przez wiersz ... %)

In[213]:=

k.w // MatrixForm

Out[213]//MatrixForm=

kiwl kilw2 klw3
k2wl k2w2 k2w3
k3wl k3w2 k3 w3

In[214]:=

(¥ ...jest czym$ zupeitnie innym niz mnozenie wiersza przez kolumne, =x)
In[215]:=

w.k // MatrixForm

Out[215]//MatrixForm=

(k1wl+k2w2+k3w3)

In[216]:=
(* chociaz oba dziatania (k.w oraz w.k) sg wykonalne. %)
In[217]:=
A.B
out[217]=
{{6, 8, -22, 21}, {40, 8, -68, 26}, {10, 3, -54, 6}, {-53, 13, 47, 16} }
In[218]:=

MatrixForm[A.B]

Out[218]//MatrixForm=
6 8 -22 21
40 8 -68 26
10 3 -54 6
-53 13 47 16

In[219]:=

A.X
out[219]=

{{37, -3}, {34, -34}, {21, -48}, {59, 25}}
In[220]:=

MatrixForm[A.X]

Out[220]//MatrixForm=

37 -3
34 -34
21 -48
59 25

WAZNE: Instrukcja

F=MatrixForm[A.X]
lub

F=A.X //MatrixForm

jest btedna, jesli F ma by¢ macierza ! W programie Mathematica “macierz” i “postaé macierzowa”
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to dwie rézne rzeczy.

In[221]:=

A.Y
out[221]=

{{35}, {78}, {53}, {-8}}
In[222]:=

MatrixForm[A.Y]

Out[222]//MatrixForm=

35
78
53
-8
In[223]:=
Z.A
Out[223]=
{{16, 2, -19, 52}}
In[224]:=

MatrixForm[Z.A]

Out[224]//MatrixForm=

(16 2 -19 52)

In[225]:=
Z.A.Y
out[225]=
{{456}}
Uwagi:
(1) Dla Programu Mathematica {{456}} to nie jest po prostu liczba 456, ale macierz, ktéra ma jeden
wiersz i jedng kolumne'!
(2) Mnozenie macierzy jest taczne, wiec nie ma potrzeby wskazywania na kolejnos¢ dziatan
In[226]:=
(* Przypominam macierz A &)
In[227]:=

MatrixForm[A]

Out[227]//MatrixForm=

1 0 3 4
2 4 -2 8
1 0 -46
3 -7 91
In[228]:=
(* Macierz transponowana do A: zamieniamy wiersze z kolumnami =)
In[229]:=
Transpose [A]
Out[229]=

{{1, 2, 1, 3}, {0, 4, 0, -7}, {3, -2, -4, 9}, {4, 8,6, 1}}
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In[230]:=
MatrixForm [Transpose[A]]

Out[230]//MatrixForm=

1 2 1 3
e 4 o -7
3 -2 -4 9
4 8 6 1

In[231]:=
(* Na cwiczeniach sprawdzimy na kilku przyktadach twierdzenie,

ze Transpose[A.B]=Transpose[B].Transpose[A] x*)

In[232]:=
A.A.A
out[232]=
({65, -294, 230, 28}, {138, -412, 188, 312},
{-38, -70, -289, 148}, {-40, -217, 188, -289}}
Uwaga: A.A.A===MatrixPower[A,3] to co$ zupetnie innego niz AA3 !!!
In[233]:=
MatrixPower[A, 3]
Out[233]=
({65, -294, 230, 28}, {138, -412, 188, 312},
{-38, -70, -289, 148}, {-40, -217, 188, -289}}
In[234]:=
A~3 (x to macierz, ktorej elementy sg szescianami elementéw macierzy A x)
Out[234]=

({1, @, 27, 64}, {8, 64, -8, 512}, {1, @, —-64, 216}, {27, -343, 729, 1}}

Mozna wiec zadziatac funkcja na catg macierz:

In[235]:=
Sin[A] (* to macierz, ktoérej elementy sg sinusami elementéw macierzy A =x)

Out[235]=
{{sin[1], @, Sin[3], Sin[4]}, {Sin[2], Sin[4], -Sin[2], Sin[8]},
{Sin[1], @, -Sin[4], Sin[6]}, {Sin[3], -Sin[7], Sin[9], Sin[1]}}

Duza ostroznosc jest tutaj wymagana,
bo zwykle funkcje macierzy rozumiemy zupetnie inaczej,

przez rozwiniecie w szereg. Wowczas sin (A) bytby réwny
A.A.A A.A.A.A.A A.A.A.A.A.A.A

A - + - e

3! 5! 7!

Dla macierzy zespolonych mamy operacje, ktdra taczy w sobie transponowanie i sprzezenie

zespolone.
Jest to tzw. sprzezenie hermitowskie. Odpowiada jej komenda ConjugateTranspose.
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In[236]:=
H=A+IxB (» to jest macierz o wyrazach zespolonych ! «x)
Out[236]=
({1-21i, 1, 3+81i,4}, {2+71i,4, -2-21,8+21},
{1, 1, -4+21, 6+31}, {3+21, -7+1,9-91,1+31}}
In[237]:=

MatrixForm[H]

Out[237]//MatrixForm=
1-21 i 3+81 4
2+71 4 -2-21 8+2i
1 i -4+21 6+31
3+21i -7+1 9-9i 1+31

In[238]:=
G = ConjugateTranspose[H]
Out[238]=
{1+21,2-71,1,3-21}, {-1, 4, -1, -7-1},
{3-81, -2+21, -4-21,9+91}, {4,8-21,6-31,1-31}}
In[239]:=

MatrixForm[G]

Out[239]//MatrixForm=
1+2i 2-71 1 3-21
-1 4 i -7-1i
3-81 -2+21 -4-21 9+91
4 8-21 6-31 1-31

Prawdziwe jest twierdzenie: ConjugateTranspose[A.B]=ConjugateTranspose[B].ConjugateTrans-
pose[A]



