Wyznacznik macierzy kwadratowej

Niech A bedzie macierza stopnia n (czyli macierza kwadratowg n x n), o elementach A;. Utwérzmy
iloczyn Ay g, Asq, - Ana, » 8dzie (a1, ay, ... ap) jest permutacja liczb {1, 2, ..., n}.

Ten iloczyn zawiera doktadnie jeden element kazdego wiersza i kazdej kolumny macierzy A.
Mnozymy go przez znak permutacji sgn(a; a; ... a,) i tworzymy sume po wszystkich permutacjach

Z sgn (ay ay "'an)A1a1A2a2°'°Ana,,)
wszystkie permutacje

oy Ay «.. Oy

ktora nazywamy wyznacznikiem macierzy A i oznaczamy Det(A).

Uwaga: zwykle liczymy wyznaczniki, korzystajac z twierdzen, a nie wprost z definicji.

Kluczowe w tej definicji jest zrozumienie, czym jest znak permutacji !
sgn (ai ay «.. a,)to(-1)*(liczba przestawien w ciggu (a; as ... ay, ), ktdra daje w wyniku
ciag(12...n))

in(1:= P4 = Permutations[{1, 2, 3, 4}]

out(1= {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 4, 3}, {1, 3, 2, 4}, {1, 3, 4, 2}, {1, 4, 2, 3}, {1, 4, 3, 2},
{2, 1, 3, 4}, {2, 1, 4, 3}, {2, 3,1, 4}, {2, 3, 4, 1}, {2, 4, 1, 3}, {2, 4, 3, 1},
{3,1, 2,4}, {3,1, 4, 2}, {3, 2,1, 4}, {3, 2, 4, 1}, {3, 4,1, 2}, {3, 4, 2, 1},
{4, 1, 2, 3}, {4, 1, 3, 2}, {4, 2,1, 3}, {4, 2, 3,1}, {4, 3,1, 2}, {4, 3, 2,1}}

Przyktad permutacji nieparzystej:

sgn(4231) =(-1)*(liczba przestawien w ciggu (4,2,3,1), ktora daje ciag (1,2,3,4). Widaé, ze wystarczy
jedno przestawienie (1<—4), bo od razu daje (1234).

Mozna rozwazac takze inne przestawienia, ale ich liczba bedzie zawsze nieparzysta !

Na przyktad:

najpierw (1«—3) daje (4213),

potem (2¢—1) daje (4123),

potem (4«—1) daje (1423),

potem (4¢«—2) daje (1243),

potem (4¢—3) daje (1234)

in[2]:= sgn4231 = Signature[{4, 2, 3, 1}]
out[2]= -1

Przyktad permutacji parzystej

sgn(1342) = (-1)A(liczba przestawien w ciagu (1,3,4,2), ktdra daje ciag (1,2,3,4). Widaé, ze wystarcza
dwa przestawienia:

najpierw (4<—2) daje (1,3,2,4),

potem (3¢«—2) daje (1,2,3,4).

Mozna rozwazac takze inne przestawienia, ale ich liczba bedzie zawsze parzysta !
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Na przyktad:

najpierw (2¢—1) daje (2341),
potem (4¢—1) daje (2314),
potem (3¢«—1) daje (2134),
potem (1¢—2) daje (1234)

in[3]:= sgnl1342 = Signature[{1, 3, 4, 2}]

out[3]= 1
Macierz1x1
4= Al = {{all}}; MatrixForm[A1l]

Out[4]//MatrixForm=

(all)

in[sl:= (* Dla jednego elementu mamy tylko permutacje tozsamoSciowg z zerowa,
a wiec parzysta liczbg przestawien ! %)

inle]:= Det [Al]
outl6]= all
Macierz2 x 2

ni71:= A2 = {{all, al12}, {a21, a22}}; MatrixForm[A2]

Out[7]//MatrixForm=

(all a12)
a2l a22

in(sl:= (* Teraz mamy dwie permutacje: parzysta (12) i nieparzystg (21) )
info]:= Det [A2]

out[o]= —al2 a2l + all a22

Macierz3x 3

o)~ A3 = {{all, al2, al13}, {a21, a22, a23}, {a31, a32, a33}}; MatrixForm[A3]

Out[10]//MatrixForm=

all al2 al3

a2l a22 a23

a3l a32 a33
inf11:= (* W tym przypadku sposréd szesciu permutacji trzy sg parzyste i trzy nieparzyste x)
in[12]:= Det[A3]

out[12]=
-al3a22a31+al2a23a3l+al3a2la32-alla23a32-al2a2la33+alla22a33



a12

az2 (obrazek z Wikipedii dla tzw. schematu Sarrusa)

\\\

Cl31

Macierz4 x 4

In[13]

- A4 = {{all, al2, al3, ald}, {a21, a22, a23, a24},
{a31, a32, a33, a34}, {a4l, ad42, ad3, ad4}};
MatrixForm[A4]

Out[13]//MatrixForm=

In[14]:=

Out[14]=

In[15]:=

In[16]:=

In[17]:=

Oout[17]=

In[18]:=

out[18]=

In[19]:=

out[19]=

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a3l a32 a33 a34
a4l a42 a43 ad4

Det [A4]

al4d a23 a32 a4l - al3 a24 a32 a4l - al4 a22 a33 a4l + al2 a24 a33 a4l +
al3 a22 a34 a4l - al2 a23 a34 a4l - al4 a23 a31 a42 + al3 a24 a31 a42 + al4 a21 a33 a42 -
all a24 a33 a42 - al3 a21 a34 a42 + all a23 a34 a42 + al4 a22 a31 a43 - al2 a24 a31 a43 -
al4 a21 a32 a43 + all a24 a32 a43 + al2 a2l a34 a43 - all a22 a34 a43 - al3 a22 a31 a44 +
al2 a23 a31 ad44 + al3 a2l a32 a44 - all a23 a32 ad44 - 312 a21 a33 a44 + all a22 a33 a44

(* Zwlaszcza ten ostatni wzor nietatwo zapamietac i sag
prostsze sposoby liczenia wyznacznikéw dla wiekszych macierzy. =x)

Ostrzezenie : nie istnieje schemat Sarrusa dla macierzy 4 x 4 1!
(* Sprobujmy teraz powtérzy¢ otrzymany powyzej wynik na Det[A4],

korzystajac wprost z definicji -
jest to bardzo dobre ¢wiczenie z operacji na listach x)

P4

{{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 4, 3}, {1, 3, 2, 4}, {1, 3, 4, 2}, {1, 4, 2, 3}, {1, 4, 3, 2},
{2, 1, 3,4}, {2,1, 4, 3}, {2, 3,1, 4}, {2, 3, 4,1}, {2, 4,1, 3}, {2, 4, 3, 1},
(3,1, 2,4}, {3,1, 4, 2}, {3, 2,1, 4}, {3, 2, 4, 1}, {3, 4,1, 2}, {3, 4, 2,1},
{4,1, 2, 3}, {4, 1, 3, 2}, {4, 2,1, 3}, {4, 2, 3,1}, {4, 3,1, 2}, {4, 3, 2, 1}}

P4[1]

{1, 2, 3, 4}

P4[1] [1]

NOF 4.nb | 3
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in[20]:= P4[1] [21

Out[20]=

in[21]:= Signature[P4[1]]

Qut[21]=

in[22]:= Length[P4]

out[22]=

24
in[23:= MyDetA4 = Sum[Signature[P4[i]] » A4[[1, PA[i] [1]] *
A4[2, PATi] [2]] = A4[3, PA[i] [3]] *» A4[4, PA[i] [411T, {i, 1, Length[P4]}]

Oout[23]=
al4d a23 a32 a4l - al3 a24 a32 a4l - al4 a22 a33 a4l + al2 a24 a33 a4l +
al3 a22 a34 a4l - al2 a23 a34 a4l - al4 a23 a31 a42 + al3 a24 a31 a42 + al4 a21 a33 a42 -
all a24 a33 a42 - al3 a2l a34a42 +alla23a34a42+alda22a3l1a43-al2a24a31a43-
ald4 a2l a32a43 +alla2d4a32a43 +al2a2la34a43 -alla22a34a43 -al3a22a3lad4d+
al2 a23 a3l a44 +al3 a2l a32a44 - alla23a32a44 - al2a2la33a44 +alla22a33a44

ini24- Det[A4] == MyDetA4

out[24]=
True

W przypadku konkretnych kwadratowych macierzy A i B mamy
ini2sl:= A= {{1, @, 3, 4}, {2, 4, -2, 8}, {1, 0, -4, 6}, {3, -7, 9, 1}}
Qut[25]=
{{1, o, 3, 4}, {2, 4, -2, 8}, {1, 0, -4, 6}, {3, -7, 9, 1}}
in[26]:= MatrixForm[A]

Out[26]//MatrixForm=

1 0 3 4
2 4 -28
1 0 -46
3 -7 91

inl271:= B={{-2, 1, 8, 0}, {7, 0, -2, 2}, {0, 1, 2, 3}, {2, 1, -9, 3}}
out[27]=
{{-2,1,8,80}, {7,0, -2, 2}, {0, 1, 2, 3}, {2, 1, -9, 3}}

in[28]:= MatrixForm[B]

Out[28]//MatrixForm=

-21 8 0
7 0 -2 2
0 1 3

2
2 1 -93



In[29]:=

Det[A]

out[29]=

In[30]:=

420

Det [B]

Out[30]=

In[31]:=

In[32]:=

-199
(* Zachodzi ogdélnie dla macierzy kwadratowych: Det[A.B]=

Det[B.A]=Det[A] xDet[B]. Na przyktad: =«)

Det[A.B]

out[32]=

In[33]:=

-83580

Det[B.A]

Out[33]=

In[34]:=

-83580

Det [A] * Det [B]

out[34]=

Slad (trace) macierzy kwadratowej: suma elementdw na

-83580

przekatnej macierzy

In[35]

- Tr[A2]

Out[35]=

In[36]:=

all + a22

Tr[A3]

Out[36]=

In[37]:=

all +a22 +a33

Tr[A4]

out[37]=

Wp

In[38]

all +a22 +a33 +a44d
rzypadku naszych kwadratowych macierzy Ai B

= Tr [A]

Out[38]=

2

NOF 4.nb | 5
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in[39]:= Tr[B]

out[39]=

inf40:= (* Zachodzi Tr[A.B]=Tr[B.A]. Na przyktad: x)

inf411:= Tr[A.B]

Oout[41]=
_24

Inf42]:= Tr[B.A]

out[42]=

-24

inf43l= H=A+ I *%B;

inf44]:= Tr[H]

Out[44]=
2+31i

in[451:= (* Przypomnienie: sprzezenie hermitowskie x)

in[46]:= G = ConjugateTranspose[H]

Out[46]=

{{1+21,2-71,1,3-21}, {-i, 4, -1, -7-1},

{3-81, -2+21, -4-21,9+91}, {4,8-21,6-31,1-31}}
Inf471:= Tr[G]
out[47]=

2-31
Szczegdlne przypadki macierzy

inf48:= (* macierz o rozmiarach m x n i wszystkich elementach identycznych )

inl49]:- Cst = ConstantArray[3, {3, 5}1; MatrixForm[Cst]

Out[49]//MatrixForm
33
33

3

in[s0:= (* Przy pomocy ConstantArray mozna

333
333}
33 3

zbudowa¢ zerowa macierz kwadratowg o rozmiarze n x)

in(51]:= NullMatrix[n_] := ConstantArray[0, {n, n}]



in[52]:= Nm4 = NullMatrix[4]

Out[52]=

{{0, 0, 0,0}, {0,0,0,0}, {0,0,0,0}, {06,0,0,0}}
in[53]:= MatrixForm[Nm4]

Out[53]//MatrixForm

0
0
(4]
0

OO0

0
0
0
0

OO0

In[54]:=
in[551:= (* macierz jednostkowa (identity matrix) =)

in[s6]:= Id4 = IdentityMatrix[4]

out[56]=

{{1, 0, 0,0}, {6, 1, 0,0}, {0,0,1, 0}, {0,0,0, 1}}
in[57:= MatrixForm[IdentityMatrix[4]]

Out[57]//MatrixForm

o000 r
OO0 r o

ins8]:= (% Zachodzi =x)

in[59]:= A4.Id4 == A4

Out[59]=
True

inf60]:= Id4.A4 == A4

out[60]=
True

inf61:= (* Macierz diagonalna zbudowana ze wskazanych elementéw )
inl62]:= Diagd = DiagonalMatrix[{d11, d22, d33, d44}]

Out[62]=

{{d11, o, o, 0}, {0, d22, 0, 0}, {0, 0, d33, 0}, {0, 0, 0, d44}}
inf63]:= MatrixForm[Diag4]

Out[63]//MatrixForm=

dil o 0 %]
0 d22 o 0
0 0 d33 o
0 0 0 d44

Macierz odwrotna (inverse matrix) istnieje dla macierzy
kwadratowej A o niezerowym wyznaczniku. Oznaczamy j3

NOF_4.nb | 7
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symbolem AL, Z definicji zachodzi A~.A=A.A"=Id (macierz
jednostkowa).

inle4]:= Inverse[A2]

out[64]=

a22 al2 a2l all

H _al2a21+alla22’

inf65:= Inverse[A3]

out[65]=

-a23 a32 +a22a33

H -al3a22a3l1+al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a21a33+alla22a33 ’
al3 a32-al2a33

-al3a22a31+al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a21a33+alla22a33 ’
-al3 a22 +al2a23

-al3a22a31+al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a21a33+alla22a33 })
a23 a3l - a2l a33

{ -al3 a22 a3l +al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a2la33+alla22a33 ’
-al3 a3l +alla33

-al3 a22 a3l +al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a2la33+alla22a33 ’
al3 a2l - alla23

-al3 a22 a3l +al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a2la33+alla22a33 },
-a22 a3l + a2l a32

{ -al3 a22 a3l +al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a2la33+alla22a33 ’
al2 a3l -alla32

-al3 a22 a3l +al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a2la33+alla22a33 ’
-al2 a2l +alla22

-al3 a22 a3l +al2a23a31+al3a2la32-alla23a32-al2a2l1a33+alla22a33 }}

inles):= InvA = Inverse[A]

out[66]=

31 17 23 34 3 11 22 4
35" 30” 105" 105" U 70" 0" 105" 103’
8 1 11 2 3 7 2 1
{35’ 379’7105’7105}’{5’75’5’715}}

inl67):= InvB = Inverse[B]

out[67]=

B ) ) ) )y - B }J
199 199 199 199 199 199 199 199
{ 4 6 13 17 } { 73 le 111 38

22 33 28 6 211 18 160 148
i o {

D s T T DN
199 199 199 199

- 3 3 )y }}
199 199 199 199

_al12 a21 + all a22 }’ { _al2a21+alla22  -al2a2l+all azz}}



in6s]:= MatrixForm[InvA.A]

Out[68]//MatrixForm

000 K
OO r o

in[70]:= MatrixForm[InvB.B]

Out[70]//MatrixForm=

100

(]
c
J
<
N
<
©
=
s
o
3

in[721:= (% Ilustracja twierdzenia o wyznaczniku macierzy
odwrotnej: Jesli istnieje macierz odwrotna A~ (-1), to zachodzi
Det [A~(-1) ]=1/Det[A]

*)

in(73]:= Det[Inverse[A]] ==1/Det[A]

out[73]=
True

in[74]:= Det[Inverse[B]] ==1/Det[B]

out[74]=
True

in[7s1:= (* Ilustracja twierdzenia: Jesli istniejg macierze odwrotne
A~ (-1) i B~(-1) (oczywiscie o tych samych rozmiarach), to zachodzi
(A.B)~(-1)= B~(-1) .AM(-1)

*)

in76]:= Simplify [Inverse[A.B] == Inverse[B].Inverse[A]]

out[76]=
True

NOF 4.nb | 9
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in[771:= MatrixForm[Inverse[A.B]]

Out[77]//MatrixForm=
51 75 8

6
" 308 796 " 199 199
6294 1664 1417 6386
" 6965 2985 20895 20895
83 59 121 a1
T 2786 2388 4179 4179
2767 637 146 2398
6965 2985 20895 20895

in7e]:= MatrixForm[Inverse[B].Inverse[A]]

Out[78]//MatrixForm=
s1 s 8

6
“398 79 " 199 199
6294 1664 1417 6386
6965 2985 20895 20895
8 59 121 41
" 2786 2388 4179 4179
2767 637 146 2398
6965 2985 20895 20895

in[791:= (* Ponizej pokazuje na przyktadach macierzy A i B,
ze dwie kolejne operacje (1) liczenia macierzy odwrotnej i (2)
transponowania macierzy mozna wykonywaé¢ w dowolnej kolejnosci x)

infgo:= Inverse[Transpose[A]] == Transpose[Inverse[A]]

Out[80]=

True

in[g1]:- MatrixForm[Inverse[Transpose[A]]]

Out[81]//MatrixForm=

31 3 &8 3
T35 70 35 10
voou 1 7
30 60 30 60
23 2 _u 2

T 1es 165 105 15
34 4 .2 1
105 105 105 15

in[82]:= MatrixForm[Transpose[Inverse[A]]]

Out[82]//MatrixForm=

13 08

T35 70 35 10
voou 17
30 60 30 60
23 2 u

T 1e5 105 105 15
4 4 2 1
15 105 105 15

infe3:- Inverse[Transpose[B]] == Transpose[Inverse[B]]

Out[83]=

True
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infs4]:= MatrixForm[Inverse[Transpose[B]]]
posta¢ macie-- |[macierz:-- |transpozycja

Out[84]//MatrixForm=

22 a1 4 7
199 199 199 199
3 18 6 10
199 199 199 199

_28 160 13 11

199 199 199 199
6 18 17 38
199 199 199 199

iniss]:= MatrixForm[Transpose[Inverse[B]]]
posta¢ macie-- |transpozycja |macierz odwrotna

Out[85]//MatrixForm=

22 21 4 73
199 199 199 199
33 18 & _1e
199 199 199 199
28 10 13 1n
T 199 199 199 199
6 148 17 38
199 199 199 199

Uktady réwnan liniowych Cramera. Twierdzenie Cramera

Rozwazmy uktad n réwnan liniowych na n niewiadomych x1, x2, ..., xn. Uktad taki mozna zapisa¢ w
postaci:

Al11*x1+A12*x2 +...+Aln*xn =B1,

A21*x1+A22*x2 + ...+ A2n*xn = B2,

Anl*x1+ An2*x2 +...+ Ann*xn =Bn.

Wspotczynniki Aik tworzg macierz kwadratowa - tzw. macierz wspétczynnikdéw. Moéwimy tez o
kolumnie wyrazéw wolnych

Bl X1

B2 S X2
B= oraz o kolumnie niewiadomych X =

Bn Xn

W postaci macierzowej uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci A.X = B.

Ten zapis jest absolutnie rownowazny zapisowi stosowanemu powyzej (zjawnym uktadem
rownan, bo rownosé dwoch macierzy oznacza réwnosc wszystkich odpowiadajgcych sobie
elementow macierzy.

Jesli Det[A] jest rozny od zera, to mamy do czynienia z uktadem Cramera.

Twierdzenie Cramera:
Uktad réwnan z Det[A] réznym od zera ma jednoznaczne rozwigzanie, ktére mozemy zapisac w
postaci X=A7(-1).B

Rownowazne sformutowanie (nieoczywiste bez znajomosci liczenia macierzy odwrotnych):
Niewiadoma Xs otrzymujemy jako iloraz dwdch wyznacznikow:

Xs=Det[As]/Det[A], gdzie

As jest macierza A, w ktorej s-ta kolumna zostata zastgpiona przez kolumne wyrazéw wolnych, czyli
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migel:= (* Przyktad =)

ing7l:= A= {{2, 3,1, -2, 1}, {3, -2, 4, -6, 2},
{7, 2, -1, -1, 3}, {6, 0, 1, -9, 4}, {5, -1, 2, -8, 5}}
out[87]=
{{2, 3,1, -2, 1}, {3, -2, 4, -6, 2},
{7, 2, -1, -1, 3}, {6, 0,1, -9, 4}, {5, -1, 2, -8, 5}}

in[ss]:= MatrixForm[A]

Out[88]//MatrixForm=

2 3 1 -21
3 -2 4 -62
7 2 -1 -13
6 6 1 -9 4
5-1 2 -85
in[go]:= Det[A]
out[89]=
-975

infoo]:= (* Mamy uktad Cramera ! =x)

info1]:= MatrixForm[A]

Out[91]//MatrixForm=

2 3 1 -21
3 -2 4 -62
7 2 -1 -13
6 06 1 -9 4
5-1 2 -85

infe21:= B = {{1}, {-2}, {-1}, {3}, {0}}
out[92]=

{{1}, {-2}, {-1}, {3}, {@}}
inf93]:= MatrixForm[B]

Out[93]//MatrixForm=

1
-2
-1

3

0

infoal= X = {{X1}, {X2}, {X3}, {X4}, {X5}}

Out[94]=

{{X1}, {X2}, {X3}, {X4}, {X5}}
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info5]:= MatrixForm[X]

Out[95]//MatrixForm=

X1

injo6]:= ukladrownan = A.Flatten[X] == Flatten[B]

out[96]=
{2X1+3X2+X3-2X4+X5,3X1-2X2+4X3-6X4+2X5,7X1+2X2-X3-X4+3X5,

6X1+X3-9X4+4X5, 5X1-X2+2X3-8X4+5X5} = {1, -2, -1, 3, @}
me71:= Flatten[X]

Qut[97]=

(X1, X2, X3, X4, X5}
injeg]:= Flatten[B]

Oout[98]=

{1, -2, -1, 3, @}
in[99):= Solve [ukladrownan, Flatten[X]]

Out[99]=
274 32 367 934 228
{{x1»7—, X2 — , X35 -, X8> —— | x597—}}
975 65 325 975 325

In[100]:=
(* Flatten[B] i Flatten[X] "splaszcza" wielowymiarowe
listy do postaci prostych list jednowymiarowych =)

In[101]:=
(* Nie ma potrzeby samemu tworzy¢ uktad réwnan
i rozwigzywac go przy pomocy ogdélnej instrukci Solve,

bo mamy narzedzie bardziej specjalistyczne; LinearSolve,

gdzie podajemy jako argumenty macierz wspdétczynnikéw oraz kolumne wyrazéw wolnych. x)
In[102]:=

LinearSolve[A, B]

out[102]=

274 32 367 934 228

ol lah Uas b Ul Ul

(* Oczywiscie mozemy tez uzy¢ macierzy odwrotnej do A *)
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In[104]:=
Inverse[A].B
macierz odwrotna

out[104]=
274 32 367 934 228

AErsag T Gl B Eveg P e O Rend |
Rzad macierzy

Rozwazmy macierz A o m wierszach i n kolumnach. Jesli wykresli¢ m-k wierszy i n-k kolumn to
pozostanie z niej macierz kwadratowa stopnia k ( k x k). Wyznacznik z tej macierzy nazywamy
minorem stopnia k wyjetym z macierzy A. Jesli istnieje rozny od zera minor stopnia r wyjety z
macierzy A, a wszystkie minory stopnia r+1 sg rowne zero, to méwimy, ze macierz A jest rzedu r i
piszemy Rank[A]=r.

Twierdzenia, ktére zilustrujemy na ¢wiczeniach.
Rzad macierzy nie ulega zmianie, jesli:
(1) pomnozy¢ dowolna kolumne przez liczbe rozna od zera
(2) do elementéw jednej kolumny dodaé odpowiednie elementy innej kolumny pomnozone przez
jakas stata
(3) przestawi¢ kolumny
(4) transponowad macierz
In[105]:=
A={{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}, {0, 0, 0}}
Out[105]=

{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8,9}, {0,0,0}}

In[106]:=
MatrixForm[A]
posta¢ macierzy

Out[106]//MatrixForm=

123

o N b
® 00 Ui
® OV O

In[107]:=
AA = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}}
Oout[107]=

{{1, 2, 3}, {4, 5,6}, {7, 8,9}}

In[108]:=
MatrixForm[AA]
posta¢ macierzy

Out[108]//MatrixForm=

123
4 56
7 8 9

In[109]:=
Det [AA]
wyznacznik
out[109]=

0
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In[110]:=

AAA = {{1, 2}, {4, 5}}
Out[110]=

{{1, 2}, {4, 5}}
In[111]:=

MatrixForm[AAA]
Out[111]//MatrixForm=

s 5]

4 5

In[112]:=

Det [AAA]
Oout[112]=

-3
In[113]:=

(» Dlatego ... *)
In[114]:=

MatrixRank [A]
Oout[114]=

2

Mamy do dyspozycji uzyteczng instrukcje,
RowReduce[A],
ktéra daje uproszczong (tzw. zredukowang) macierz o tym samym rzedzie co macierz A.

In[115]:=
MatrixForm[RowReduce[A] ]

Out[115]//MatrixForm=

10 -1
01 2
0 0 0
0 0 o
In[116]:=
(* Po wykonaniu tej instrukcji widac,
ze z macierzy A nie da sie wykroié¢ macierzy kwadratowej o
niezerowym wyznaczniku dla rozmiaru macierzy wiekszego od 2 x)
Ale uwaga !!!
In[117]:=
B={{1, 1, b]’: {1, 1, 13}, {1, 2, 1}}
out[117]=
({1, 1, b}, {1, 1, 1}, {1, 2, 1}}
In[118]:=

MatrixForm[B]

Out[118]//MatrixForm=

116b
111
121
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In[119]:=

Det [B]

Out[119]=

-1+b

In[120]:=
MatrixRank [B]

out[120]=

3

To jest niepoprawny wynik !!!
Wynik poprawny to:
rz(B)=3,jeslib# 1,
rz(B)=2,jeslib=1.

In[121]:=
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Twierdzenie Kroneckera-Capelli’ego.

Dotyczy ono najogodlniejszego uktadu m réwnan na n niewiadomych x1, x2, ..., xn. Uktad taki mozna
zapisa w postaci:

Al1*x1+A12*x2 +...+Aln*xn =B1,

A21*x1+A22*x2 + ...+ A2n*xn = B2,

Am1*x1+Am2*x2 +...+ Amn*xn=Bm.

Wspotczynniki Aik tworzg macierz (niekoniecznie kwadratowa) - tzw. macierz wspotczynnikow.
Mowimy tez o kolumnie wyrazéw wolnych

Bl X1
B2 L X2
B= oraz o kolumnie niewiadomych X =
Bm Xn
W postaci macierzowej uktad réwnan mozna zapisac¢ w postaci:

AX=B.
Dalej tworzymy macierz DAB przez dotaczenie do macierzy A kolumny wyrazéw wolnych, B.

Twierdzenie mowi, ze rozwigzanie uktadu A.X=B istnieje tylko wtedy, gdy Rank[A]=Rank[DAB].
Ponadto, gdy Rank[A]=Rank[DAB]=n (liczba niewiadomych), to istnieje doktadnie jedno
rozwiagzanie; gdy Rank[A]=Rank[DAB] =r < n, to istnieje nieskonczenie wiele rozwiagzan zaleznych od
n-r parametrow.

In[122]:=
(* Przyktad 1: zadanie 3.2a z ksigzki Henryka Arodzia
i Krzysztofa RosSciszewskiego,
Algebra i geometria analityczna w zadaniach, Wydawnictwo Znak, Krakow, 2005
2x1+X2+x3+Xx4+Xx5 =1,
[ -X1-x2+x3-x4+Xx5 =3, *)
Ox1-x2+3x3-x4+3x5 =7.
In[123]:=
A={{2,1,1,1,1}, {-1, -1, 1, -1, 1}, {0, -1, 3, -1, 3}}
Out[123]=
{{2, 1,1, 1,12}, {(-1, -1, 1, -1, 1}, (o0, -1, 3, -1, 3}}
In[124]:=
B={1, 3, 7}
Out[124]=
{1, 3, 7}
In[125]:=

MatrixForm[A]

Out[125]//MatrixForm=

2 1 111
-1 -11 -11
e -13 -13




18 | NOF 4.nb

In[126]:=
DAB = {{2: 1: 1) 1: 1: 1}: {_1: '1) 1: _1, 1: 3]’: {0.1 '11 3: '11 3) 7}}
out[126]=

{{2,1,1,1,1,13}, {-1, -1, 1, -1, 1, 3}, {6, -1, 3, -1, 3, 7}}

In[127]:=
MatrixForm[DAB]

Out[127]//MatrixForm=

2 111 11
-1 -11 -113
e -13 -137

In[128]:=

rA = MatrixRank [A]
Out[128]=

2
In[129]:=

rDAB = MatrixRank [DAB]
out[129]=

2
In[130]:=

(» rA=rDAB, wiec uklad ma rozwigzanie zalezne od (5-2=3) parametréw. x)
In[131]:=

MatrixForm[RowReduce [A]]

Out[131]//MatrixForm=

10 2 0 2
o1 -31 -3
00 0 0 0

In[132]:=
(* Jako nieosobliwy minor mozemy wybraé macierz 2 x 2 z lewego

goérnego rogu A i sprowadzi¢ nasz uktad do nastepujacej postaci:

2x1+x2 = 1-x3-x4-x5,
-X1-x2 = 3-x3+x4-Xx5.

Stad ostatecznie dostaniemy

X1=4-2%X3-2%X5
X2=-7+3%X3-X4+3%X5

*)

In[133]:=
x1=4-2%x3-2%x5 (* to dostatem, dodajgc dwa réwnania stronai x)

out[133]=

4 -2x%x3-2x5
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In[134]:=
X2 = Simplify[1-x3 -x4 - x5-2%Xx1] (* licze x2 z pierwszego rdéwnania x*)

Out[134]=

-7+3x3-x4+3x5
In[135]:=

(* Sprawdzamy, czy nasze rozwigzanie na x1

i x2 (zalezne od x3, x4 i x5) speinia uktad réwnan x)
In[136]:=

Simplify[2 x1 + X2 + X3 + X4 + X5 == 1]
Out[136]=

True
In[137]:=

Simplify[-x1 - X2 + X3 - x4 + X5 == 3]
Oout[137]=

True
In[138]:=

Simplify[@ % X1 - X2 + 3% X3 - X4 + 3% X5 == 7]
Out[138]=

True
In[139]:=

(* Teraz sformutujemy uklad réwnan i zobaczymy,

jak komendy programu Mathematica sobie z nim poradzag =x)
In[140]:=

Clear[x1, x2, x3, x4, x5];
In[141]:=

ukladKC = A. {x1, x2, x3, x4, X5} ==
out[141]=

{2X1+X%X2+%x3+x4+x5, -x1-%x2+x3-x4+x5, -x2+3x3-x4+3x5}=1{1, 3,7}
In[142]:=

(* Co daje komenda Solve dla naszego uktadu ? )
In[143]:=

Solve[{2X1 + X2+ X3 +X4 +X5, -x1-%X2+X3-x4+Xx5, -x2+3x3-x4+3x5}={1, 3, 7},

{x1, x2, x3, x4, x5}]

*=*/ Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables.

Out[143]=
3x1 x1
{{X4a717— X2, X552 — —x3}}
2 2

In[144]:=

(» Dostalismy rozwigzanie na x4 i x5 zalezne od x1, x2 i x3, co wyglada rozsadnie. x)
In[145]:=

3x1 x1
X4=-1-——-x2;x5=2-— -x3;

2 2
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In[146]:=
(* Sprawdzamy, czy to rozwigzanie na x4 i x5,
uzyskane przy pomocy Solve i zalezne od x1, x2 i x3, speinia uktad réwnan x)
In[147]:=
Simplify[2 x1 + X2 + X3 + X4 + X5 == 1]
out[147]=
True
In[148]:=
Simplify[-x1 - x2 + X3 - x4 + X5 == 3]
Out[148]=
True
In[149]:=
Simplify[@ % X1 - X2 + 3% X3 - X4 + 3 * X5 == 7]
Out[149]=
True
In[150]:=
Solve[
{2x1 +x2+x3 +Xx4 +%x5, -x1 -x2+x3 -x4 +x5, -x2+3x3-x4+3x5} ={1, 3, 7}, {x1, x2}]
Oout[150]=
{{}}
In[151]:=
(* A co daje LinearSolve ? x)
In[152]:=
LinearSolve[A, B]
Oout[152]=
{4, -7,0,0,0}
In[153]:=

(» Na pewno nie jest to petne rozwigzanie ! )

Zobaczmy jeszcze na zakonczenie, jak dziata twierdzenie, w przypadku uktadu, ktéry nie posiada
rozwigzania, czyli uktadu sprzecznego

In[154]:=
(» Przyktad 2: "z glowy" =*)
In[155]:=
Clear [DAB, X, x1, x2, x3, x4, x5, ukladKC, rA, rDAB];
In[156]:=
A={{1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {3, 1, -1}}
Out[156]=

{{13 2) 3}) {1) 2: 3}.' {31 1) _1}}



NOF_4.nb | 21

In[157]:=
MatrixForm[A]

Out[157]//MatrixForm=

12 3
12 3 J
31 -1
In[158]:=
B={1, 2, 0}
Out[158]=
{1, 2, 0}
In[159]:=

MatrixForm[B]

Out[159]//MatrixForm=

1
2]
<]

In[160]:=

DAB = {{1, 2, 3, 1}, {1, 2, 3, 2}, {3, 1, -1, 0}}
Oout[160]=

{{1, 2, 3, 1}, {1, 2, 3, 2}, {3, 1, -1, @}}
In[161]:=

MatrixForm[DAB]

Out[161]//MatrixForm=

12 3 1
12 3 2
31-10
In[162]:=
MatrixRank [A]
out[162]=
2
In[163]:=
MatrixRank [DAB]
Oout[163]=
3
In[164]:=
ukladKC = A. {x1, x2, x3} == B
Oout[164]=
{x1+2x2+3x3, x1+2x2+3x3, 3x1+x2-x3}={1, 2, 0}
In[165]:=
Solve [ukladKC, {x1, x2, x3}]
Oout[165]=
{}
In[166]:=

(* czyli Solve nie znalazt Zzadnego rozwigzania =)
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In[167]:=

LinearSolve[A, B]

rozwigz uktad réwnan liniowych

*=* LinearSolve: Linear equation encountered that has no solution.
out[167]=

Linearsolve[{{1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {3, 1, -1}}, {1, 2, @}]
In[168]:=

(* To jest poprawny wynik ! =*)

Problem wtasny

Jesli zachodzi

AX=AX,
to znaczy
A11 A12 ... Aln) ( X1 X1
A21 A22 ... A2n | | X2 | | X2
Anl An2 ... Ann Xn Xn
X1 0
- . _ | x2 0
dla pewnej liczby A i wektora X= * ,
Xn 0

to liczbe A nazywamy wartoscig wtasng macierzy A,
a wektor X nazywamy wektorem wtasnym macierzy A zwigzanym z wartoscig wtasnag A.

Sktadowe wektora wtasnego mozna uwazac za rozwigzanie liniowego i jednorodnego uktadu n
rownan na n niewiadomych

(A-Aly).X=0,
gdzie I4 jest macierza jednostkowa (identity matrix) n x n.

Z twierdzenia Kroneckera-Capelli’ego wynika, ze taki uktad moze mie¢ niezerowe rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy, gdy

Det[(A-Aly)] = O.

Rownanie to nazywamy charakterystycznym (lub wiekowym), a wielomian charakterystyczny dla
zmiennej A stanowi lewa strone tego réwnania.

In[169]:=
(* Przyktad 1: macierz 2 x 2 )
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In[170]:=

Clear[X, n];
In[171]:=

A= {{0, 1}, {1, 0}}
out[171]=

{{0, 1}, {1, 0}}
In[172]:=

MatrixForm[A]

Out[172]//MatrixForm=

2o

In[173]:=
Id2 = IdentityMatrix[2]
out[173]=
{{1, @}, {6, 1}}
In[174]:=
Det[A - A % Id2]
out[174]=
1422
In[175]:=
(* To jest wielomian charakterystyczny (wiekowy) =)
In[176]:=
rch = Det[A - A »Id2] ==
out[176]=
~1+2% =0
In[177]:=
(» To jest réwnanie charakterystyczne na X x)
In[178]:=
Solve[rch, A]
out[178]=
{({A->-1}, {A=>1}}
In[179]:=
(* Mamy dwie wartosci wtasne i mozemy poszukadé
"recznie" wektoréw wtasnych z nimi zwigzanych &)
In[180]:=
(* A=1 =)
In[181]:=
Solve[A. {x1, x2} = {x1, x2}, {x1, x2}]
*+*/ Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables.
Oout[181]=

({x2>x1}}



24 | NOF 4.nb

In[182]:=
(* Rozwigzanie nie moze by¢ i nie jest jednoznaczne; oznacza ono,
ze kazdy wektor postaci {x1,x1} jest wektorem wtasnym A do wartosci wlasnej 1 x)

In[183]:=
A.{x1, x1} = {x1, x1}
Out[183]=
True
In[184]:=
(¢ A= -1 %)
In[185]:=
Solve[A. {x1, x2} == - {x1, x2}, {x1, x2}]
*=*' Solve: Equations may not give solutions for all "solve" variables.
Out[185]=
{{x2->-x1}}
In[186]:=
(* Rozwigzanie oznacza,
ze kazdy wektor postaci {x1,-x1} jest wektorem wtasnym A do wartosci wtasnej -1 x)
In[187]:=
A.{x1, -x1} == - {x1, -x1}
Out[187]=
True
In[188]:=
(* Oczywiscie Mathematica moze wszystko to
za nas zrobic¢ sama. Oto kilka uzytecznych komend: =)
In[189]:=
(* Wielomian charakterystyczny A w zmiennej X %)
In[190]:=
CharacteristicPolynomial [A, A]
Out[190]=
~1+ 22
In[191]:=
(» Wartosci wtasne macierzy A )
In[192]:=
Eigenvalues [A]
out[192]=
{-1, 1}
In[193]:=
(* Wektory wlasne macierzy A x)
In[194]:=
Eigenvectors[A]
out[194]=

{{-1, 13}, {1, 1}}
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In[195]:=
(* Mathematica podaje mozliwie najprostszg postac¢ wektora wtasnego. Jest jasne,

ze jesli X jest wektorem wtasnym, to takze cxX jest wektorem wtasnym,
gdzie c jest dowolng liczbg rézng od zera. =*)

In[196]:=
(» Dwie powyzsze komendy mozna zebraé¢ w jedng: Eigensystem =x)

In[197]:=
pw = Eigensystem[A]
out[197]=
{{-1, 1}, {{-1, 1}, {1, 1}}}
In[198]:=
pwl1l] (* lista wartosci wtasnych =x)
Out[198]=
{-1, 1}
In[199]:=
nww = Length[pw[1]]
Oout[199]=
2
In[200]:=
pw[2] (* lista wektordow wtasnych =x)
out[200]=

{{-1, 13}, {1, 1}}

In[201]:=

Do [Print [A.pw[2] [i] = pw[1] [i] * pwI2] [il], {i, 1, nww}]

True
True

In[202]:=
(* Czyli réwnanie wtasne jest speitnione dla obu wartosci wtasnych macierzy Ax)

In[203]:=

Diagonalizacja macierzy

Dla niediagonalnej macierzy A szukamy takiej nieosobliwej

macierzy U, by zachodzito
A1 0 .. 0

0A..D0
00..0
0 00 A,

UtAU= = D. Znalezienie takiej macierzy U
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ogromnie utatwia policzenie A" dla duzych wartosci n. Zachodzi
bowiem
A=UDU™,wiecA"=(UDU™)"=UuDUUDU!..UDUUDU™

UD" U™, aliczenie D" jest bardzo proste. (Dlaczego ?)

Przypadek ogdlny diagonalizacji

Twierdzenie: Macierz stopnia n mozna zdiagonalizowac wtedy i tylko wtedy, gdy ma ona n liniowo
niezaleznych wektoréw wtasnych. Nie oznacza to, ze wszystkie wartosci wtasne macierzy musza
byc rézne, bo nawet w tym przypadku mozna niekiedy znalez¢ niezalezne liniowo wektory! Z takich
wektorow wtasnych budujemy macierz U (kolumna obok kolumny). Zachodzi wtedy

A O ...
0 Ay ...

0

UlAU= 0 ,

00..0
An

gdzie Ay, Ay, ..., A, s3 warto$ciami wtasnymi (niekoniecznie réznymi) macierzy A.

Uwaga: wektory wtasne, z ktérych tworzymy macierz U nie musza by¢é unormowane.

In[204]:=
(» ClearAll["Global "] =)
wyczys¢ wszystko

In[205]:=
(* Przyktad 2: macierz 3 x 3, ktéra ma trzy réine wartosci wtasne.

H. Arodz, K. Rosciszewski, Algebra i geometria analityczna w zadaniach, Wydawnictwo Znak, Krakow 2006 * )

In[206]:=
A={{1,1,1}, {0, 2: 2}) {9, 0: 3}}
Out[206]=

{{1, 1, 1}, {e, 2, 2}, {0, 0, 3}}

In[207]:=
MatrixForm[A]
posta¢ macierzy

Out[207]//MatrixForm=

111
0 2 2
0 0 3
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In[208]:=

pw = Eigensystem[A]
Out[208]=

{{3, 2, 1}, {{3, 4,2}, {1,1, 0}, {1,0, 0}}}
In[209]:=

Um = Array[U, {3, 3}];
In[210]:=

Um[All, 1] = pw[2] [1]
out[210]=

{3, 4, 2}
In[211]:=

(* Nie musimy normowac¢ wektoréw wtasnych =)
In[212]:=

Um[All, 2] = pw[2] [2]
out[212]=

{1, 1, 0}
In[213]:=

Um[All, 3] = pw[2] [3]
Out[213]=

{1, 0, 0}
In[214]:=

MatrixForm[Simplify[Inverse[Um].A.Um]]

Out[214]//MatrixForm=

300

0 20

0 01
In[215]:=
In[216]:=

(*» ClearAll["Global  %"] =*)
In[217]:=

(* Przyktad 3: macierz 3 x 3, ktéra ma podwéjng wartosc¢ wtasng

http://len.wikipedia.org/wiki/Diagonalizable_matrixttDiagonalization

*)
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In[218]:=

A={{-1,3, -1}, {-3,5, -1}, {-3, 3, 1}}

{{-1, 3, -1}, {-3, 5, -1}, {-3, 3, 1}}
out[218]=

{{-1, 3, -1}, {-3, 5, -1}, {-3, 3, 1}}
out[219]=

{{-1, 3, -1}, {-3, 5, -1}, {-3, 3, 1}}
In[220]:=

MatrixForm[A]

Out[220]//MatrixForm=

-1 3 -1
[—3 5 -1
-3 3 1

In[221]:=

pw = Eigensystem[A]
Oout[221]=

{{2, 2, 1}, {{-1, 0, 3}, {1, 1,0}, {1,1,1}}}
In[222]:=

Um = Array[U, {3, 3}];
In[223]:=

Um[All, 1] = pw[2] [1]
out[223]=

{-1, @, 3}
In[224]:=

(* Nie musimy normowac¢ wektoréw wtasnych =)
In[225]:=

Um[All, 2] = pw[2] [2]
out[225]=

{1, 1, 0}
In[226]:=

Um[ALL, 3] = pw[2] [3]
Out[226]=

{1, 1, 1}
In[227]:=

MatrixForm[Simplify[Inverse[Um].A.Um] ]

Out[227]//MatrixForm=

2 00
0 20
0 01
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In[228]:=

Czy rzeczywistg macierz diagonalizuje zawsze macierz rzeczywista?

In[229]:=
(* ClearAll["Global "] =*)
In[230]:=
(* Przyktad 4: macierz 2 x 2,
ktorej nie da sie zdiagonalizowa¢ przy pomocy rzeczywistej
macierzy. Trzeba uzy¢ macierzy zespolonej !
http://len.wikipedia.org/wiki/Diagonalizable_matrixttDiagonalization
*)
In[231]:=
A={{0, 1}, {-1, 0}}
Out[231]=
{{e, 1}, {-1, 0}}
In[232]:=

MatrixForm[A]

Out[232]//MatrixForm=

o)

In[233]:=
pw = Eigensystem[A]
out[233]=
{{i, -1}, {{-1, 1}, {1, 1}}}
In[234]:=
Um = Array[U, {2, 2}];
In[235]:=
Um[All, 1] = pw[2] [1]
Out[235]=
{-1, 1}
In[236]:=
(* Nie musimy normowac¢ wektoréw wtasnych =)
In[237]:=
Um[All, 2] = pw[2] [2]
Oout[237]=

{1, 1}



30 | NOF 4.nb

In[238]:=
MatrixForm[Um]

Out[238]//MatrixForm=
-1 1
1 1

(* Macierz diagonalizujgca macierz rzeczywistg jest zespolona x)

In[239]:=

In[240]:=
MatrixForm[Simplify[Inverse[Um].A.Um]]

Out[240]//MatrixForm=

o )

0 -1

In[241]:=
(* Macierz A ma dwa liniowo niezalezne wektory wtasne,
wiec data sie jej zdiagonalizowaé ! )

In[242]:=

Czy wszystkie macierze mozna zdiagonalizowac ?

In[243]:=

(* ClearAll["Global %"] =)

In[244]:=
(* Przyktad 5: macierz, ktérej nie da sie zdiagonalizowac.
http://en.wikipedia.org/wiki/Diagonalizable_matrixttDiagonalization
*)
In[245]:=
A={{9, 1}, {0, 0}}
Out[245]=

{{e, 1}, {e, 0}}

In[246]:=
MatrixForm[A]

Out[246]//MatrixForm=

( )
0 0
In[247]:=

pw = Eigensystem[A]

Qut[247]=

{{0, 0}, {{1,0}, {0,0}}}

In[248]:=
Um = Array [U, {2, 2}];
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In[249]:=
Um[All, 1] = pw[2] [1]
wszystko

out[249]=

{1, o}

In[250]:=
Um[All, 2] = pw[2] [2]
wszystko

out[250]=

{0, 0}

In[251]:=
MatrixForm[Simplify [Inverse[Um].A.Um]]
postaé macie- |uprosc macierz odwrotna

+=* Inverse: Matrix {{1, 0}, {0, O}} is singular.

Out[251]//MatrixForm=

{{1, @}, {0, @}} . ({0, 0}, {0, O}}

In[252]:=

(* Ta macierz nie ma dwéch liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych,
wiec nie da sie jej zdiagonalizowac ! %)

In[253]:=

Macierze hermitowskie (symetryczne)

Przypomnienie: macierze hermitowskie to takie macierze, ktére jednoczesna operacja transpozycji
i sprzezenia zespolonego (czyli sprzezenie hermitowskie) pozostawia bez zmiany. Rzeczywista
macierz hermitowska jest macierza symetryczna.

Macierze hermitowskie graja bardzo wazna role w fizyce kwantowej!

Przytocze najprostsza postac twierdzenia, ktdrego ogdlna postaé przedstawiana jest na wyktadzie
z algebry.

Zaktadamy, ze hermitowska macierz A (A=AT) o wymiarach n x n ma n réznych wartos$ci wtasnych
A1 <Ay <..<A,.Niech wektory vy, vy, ..., v, beda odpowiednimi wektorami wtasnymi. Mozna
pokazad, ze wszystkie wartosci wtasne s3 rzeczywiste oraz ze zachodzi

vitvi=0dlai=k,
czyliiloczyn skalarny dwéch réznych wektoréw wtasnych jest rowny zero. Zatézmy jeszcze, ze
kazdy wektor jest unormowany do jednosci:

V,'TV,':]..

Z takich wektoréw wtasnych budujemy macierz U (kolumna obok kolumny). Zachodzi wtedy
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A 0.0
A ..
UtAU = 0 4.0
00..0
0 0 0 A,

In[254]:=
(* ClearAll["Global "] =*)
In[255]:=
(* Przyktad 6: macierz hermitowska 2 x 2 %)
In[256]:=
A={{e, I}, {-I, 0}}
Oout[256]=
({0, 1}, {-1, @}}
In[257]:=

MatrixForm[A]

Out[257]//MatrixForm=

ol

In[258]:=

pw = Eigensystem[A]
Oout[258]=

{({-1, 1}, {{-1, 1}, {1, 1}}}
In[259]:=

Um = Array [U, {2, 2}]
Out[259]=

{{Ul1, 1], U[1, 2]}, {U[2, 1], U[2, 2]}}
In[260]:=

vl = Normalize [pw[2] [1]]
Oout[260]=

()

V2 2

In[261]:=

v2 = Normalize [pw[2] [2]]
out[261]=



In[262]:=
MatrixForm[v1]

Out[262]//MatrixForm=
i

V2
1

V2

In[263]:=
MatrixForm[v2]

Out[263]//MatrixForm=

2
1
2
In[264]:=
Um[All, 1] =v1
out[264]=
i 1
)
V2o A2
In[265]:=
Um[[All, 2] =v2
out[265]=
(= =)
V2 2
In[266]:=

MatrixForm[Um]

Out[266]//MatrixForm=

ﬁ\“g‘\g
Bl 3l

In[267]:=
MatrixForm[ConjugateTranspose [Um].A.Um]

Out[267]//MatrixForm=

o 1)
o 1
In[268]:=
In[269]:=
(* ClearAll["Global *"] =)
In[270]:=

(* Przyktad 7: macierz hermitowska 3 x 3 %)
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In[271]:=

A={{1,0,1-1}, {0, 1, 3}, {1+1, 3, 2}}
Out[271]=

{{1,0,1-1}, {0, 1, 3}, {1+1, 3, 2}}
In[272]:=

MatrixForm[A]

Out[272]//MatrixForm=

1 0 1-1
e 1 3 J
1+1 3 2
In[273]:=
pw = Eigensystem[A]
Oout[273]=
3 3
Hf (1+45), -= (-1+5), 1},
2 2
2-21i 6 2-21 6
{{ i) :1}: {_ » )1}) {_3+3j-) 2: @}}}
1+34/5 1+34/5 “1+34/5  -1+34/5
In[274]:=
nww = Length[pw[1]]
out[274]=
3
In[275]:=
Do[Print [A.pw[2] [i] == pw[1] [il * pw[2DI [i]1, {i, 1, nww}]
True
True
True
In[276]:=
Um = Array [U, {3, 3}]
Out[276]=
{{ul1, 1], U[1, 23, U[1, 31}, {U[2, 1], U[2, 2], U[2, 3]}, {U[3, 1], U[3, 2], U[3, 3]}}
In[277]:=
vl = Normalize [pw[2] [1]]
out[277]=
{ 2-21i 6 1 }
24 ’ a4 ’ 44
<1+3\/§> 1+(1+3«/§)2 (1+3\/§> \/]'Jr(1+3«/§)2 \/1+(1+3«/§)Z
In[278]:=
v2 = Normalize [pw[2] [2]]
Out[278]=
2-21 6 1

{(—1+3\/E) 1+$’7 I L}



In[279]:=

Out[279]=

In[280]:=

out[280]=

In[281]:=

out[281]=

In[282]:=

out[282]=

In[283]:=

Out[283]=

In[284]:=

Out[284]=

In[285]:=

Out[285]=

In[286]:=

Out[286]=

In[287]:=

out[287]=

v3 = Normalize [pw[2] [3]]

Simplify[Conjugate[v1l].v1]

Simplify[Conjugate[v2].v1]

Simplify[Conjugate[v3].v1]

Simplify[Conjugate[v1].v2]

Simplify[Conjugate[v2].v2]

Simplify[Conjugate[v3].v2]

Simplify[Conjugate[v1].v3]

Simplify[Conjugate[v2].v3]

0
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In[288]:=

Simplify[Conjugate[v3].v3]
Oout[288]=

1
In[289]:=

MatrixForm[v1]

MatrixForm[v2]

MatrixForm[v3]

Out[289]//MatrixForm=

2-21
7z
(143 5) _[1+ TERGE
6
7%
<1+3 '\/E) 1+ RREE
1
a5
1+ (143 5?2
Out[290]//MatrixForm=
B 2-21
7%
(-1+3 4/5) |1+ EFPSD
_ 6
7%
(71+3 '\/E) 1+ )
1
a5
1+(7173 ’\/E]Z
Out[291]//MatrixForm=
_3—3]'1
V22
2
11
0
In[292]:=
Um[All, 1] = v1
out[292]=
{ 2-21 6 1 }
> >
44 44 44
1+3+/5 1+ ——— 1+3+/5 1+ —— 1+ ———
( " ’\/—> i <1+3 '\/E)Z ( " \/7> \/ N (1+3 \/g)z \/ i (1+3 '\/E)Z
In[293]:=
Um|IA11, 2] =v2
Out[293]=
{ 2-21 6 1
- - >
44 44 44
-1+3+/5 1+ ——— -1+3+/5 1+ ——— 1+ ————
(-1+ \/—> ! (-1+3 45)? (-1~ \/—> \/ ! (-1+3 +5)? \/ ! (-1+3 45)?
In[294]:=
Um[All, 3] =v3
Oout[294]=




In[295]:=
MatrixForm[Simplify [Um.ConjugateTranspose[Um]]]

Out[295]//MatrixForm=

100
010
0 01
In[296]:=
(» To oznacza, ze macierz U jest unitarna ! )
In[297]:=
pw[1]
Oout[297]=
3 3
{f (1++5), -= (-1++/5), 1}
2 2
In[298]:=

MatrixForm[Simplify[ConjugateTranspose[Um].A.Um]]

Out[298]//MatrixForm=
g (1++/5) ) )
0 73 (-1++/5) o

0 0 1
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