Réwnania rézniczkowe

Przygotowat: Maciej Maliborski
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Bardzo czesto, chcac zrozumieé zachowanie uktadu fizycznego, napotykamy réwnania, lub uktady
rownan w ktorych wystepuja nie konkretne wartosci liczbowe, ale FUNKCJE. Jesli warunki na te
funkcje zadane s z uzyciem pochodnych, to mamy do czynienia z réwnaniami rézniczkowymi.
Jesli w tych réwnaniach wystepuja funkcje jednej zmiennej, to s to rownania rézniczkowe zwycza-
jne. Jesli w rownaniach wystepuja funkcje wielu zmiennych, to sg to réwnania rézniczkowe
czastkowe.

Nie ma fizyki bez réwnan rézniczkowych !

Zasadnicze prawo rzadzace ruchem czastki
(rownanie ruchu Newtona) ma postac wektorowego
rownania rozniczkowego

2 _ =
dt dt

gdyz w ogdlnym przypadku sita moze zaleze¢ w sposéb jawny od czasu, ale takze od predkosci i
potozenia. (Zaktadamy, ze nie zalezy od przyspieszenia, ani wyzszych pochodnych wektora potoze-
nia.)

Réwnania rézniczkowe napotykamy w zasadzie w kazdej dziedzinie fizyki: w mechanice punktow
materialnych i bryt sztywnych, w dynamice osrodkéw ciggtych, w elektromagnetyzmie (stynne
rownania Maxwella), w nauce o cieple (rdwnanie przewodnictwa cieplnego), w nauce o
zjawiskach falowych, w mechanice kwantowej, w OTW, ...

Gtowne narzedzia: DSolve[],NDSolve[ ]

W NOF_2.nb pokazalismy, ze A*Cos[Sqrt[k/m]*t]+B*Sin[Sqrt[k/m]*t] jest rozwigzaniem réwnania
m*x''[t]+k*x[t]=0, gdzie A i B sg zupetnie dowolnymi statymi. To wymagato jedynie podstawienia
funkcji do réwnania z pochodnymi:

x[t_] :=AxCos[Sqrt[k/m] *t] +B*xSin[Sqrt[k/m] = t]
Simplify[mxx"'[t] + kxx[t] =0]
True

ClearAll[x, A, B, k, m];
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Teraz stawiamy sobie cel bardziej ambitny, bo chcemy znalez¢ rozwiazanie dla zadanego réwna-
nia rézniczkowego

Zaczynamy od prostego rownania: szukamy funkgji, ktora jest rowna swojej pierwszej pochodne;j.
Réwnanie rézniczkowe jest pierwszego rzedu, bo mamy w nim tylko pierwsza pochodna.

sol =DSolve[x'[t] == x[t], x[t], t]

{{x[t] > e c1}}

Rozwigzanie (tzw. catke ogdlna réwnania rézniczkowego) dostajemy w postaci reguty, jako liste,
poniewaz w ogdlnosci moze istnie¢ wiecej niz jedno rozwiagzanie. c, oznacza stata catkowania.
Symbol c¢; posiada atrybut “Protected”.

(» Tak ... =)
Cl=2

*=+/ Set: Tag Cin ¢, is Protected.
2

(* ... ani tak nie mozna nadac¢ statej catkowania wartosci =x)

C[1] =2

*=+' Set: Tag Cin ¢4 is Protected.

2

(* Mozna jednak za statg cos podstawié¢ i wtedy przypisanie wartosci jest dozwolone =)

x[t] /. First[sol] /. C[1] »K

Kolejny przyktad pokazuje, jak wydoby¢ rozwiagzanie z DSolve

(* Mozna w dwéch krokach, analogicznie jak to robilismy dla Solve ... x)

s2 =DSolve[{x"'[t] ==2x[t] +Cos[t]}, x[t], t]

Hx[t] ee“c1+: (-2Cos[t] +Sin[t])}}

x[t] /. s2[1]

2t 1
e "¢cp1+— (-2Cos[t] +Sin[t])
5
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(* ... ale mozna po prostu tak: =)

x[t] /. FirsteDSolve[{x'[t] ==2x[t] + Cos[t]}, x[t], t]

1
e*tcy+ — (-2Cos[t] +Sin[t])

5
Dodanie warunkéw poczatkowych prowadzi do jednoznacznego rozwigzania

(» Dla pierwszego prostego réwnania I rzedu wystarczy wartos¢ funkcji x[t] dla t=0 x)

x[t] /. FirsteDSolve[{x'[t] == x[t], X[@] == 2}, x[t], t]

2et

(* Dla rownania oscylatora harmonicznego, ktére jest réwnaniem II rzedu,
trzeba podac¢ x[@] oraz x'[@], czyli wartos¢ funkcji i pochodnej dla t=0 x)

Simplify|

x[t] /. FirsteDSolve[{x'"'[t] = -w’ x[t], X[0] = X@, X' [0] = vO}, x[t], t], w > O]

v Sin[tw]
x0Cos[tw] + ———
w

ClearAll[x];

W wielu przypadkach zaktadamy, ze rownanie rézniczkowe i warunki poczatkowe (w danym
przypadku potozenie poczatkowe i predkos$¢ poczatkowa) wyznaczaja jednoznaczne rozwigzanie,
ale trzeba miec Swiadomos¢, ze twierdzenia matematyczne, ktdre to zagadnienie opisuj3 sa
bardzo skomplikowane.

Kolejny znany i tatwy do rozwigzania przyktad: ruch punktu materialnego w jednorodnym ziem-
skim polu grawitacyjnym. Ruch wystarczy rozpatrywac w ptaszczyznie xy, przy czym zaktadamy, ze
przyspieszenie ziemskie jest skierowane przeciwnie do osiy.
Il zasada dynamiki daje tylko

ma=mg,czyli a=7.
Dopiero warunki poczatkowe prowadza do jednoznacznego rozwigzania (rzut pionowy w gore,
rzut pionowy w dét, spadek swobodny z zadanej wysokosci, rzut poziomy, rzut ukosny). Ponizej
pokazuje rozwiazanie dla najbardziej ogblnego przypadku, rozwazajac rzut ukosny z wysokosci H.

rit_]

{x[t], y[t]1}; (x wektor potozenia x)

vit_]

r'[t]; (*» wektor predkosci x)
a[t_1=r'"[t]; (* wektor przyspieszenia %)

ro = {0, H}; (» wektor potozenia w chwili t=0 *)
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in[26]:= V@ = {Vg * Cos [alfa], vgxSin[alfa]}; (* predkos¢ w chwili t=0 x)

n271:= vecg = {0, -g}; (* wektor przyspieszenia ziemskiego, gdzie g > 0 x)
in28]:= rzut = DSolve[{mxa[t] ==m=xvecg, r[0] ==r@, r'[0] ==VvO}, {xX[t], y[t]l}, t]

Out[28]=

1
Hx[t] S tCos[alfal Ve, y[t] » — (2H-gt?+2tSin[alfa] ve)}}
2

In[«]:=

Zamiast warunkéw poczatkowych do okreslenia statych catkowania mozna (prébowac) uzyc
warunkow brzegowych, to znaczy zadaé wartosci funkcji dla dwoch réznych argumentéw.
Uwaga: Nie zawsze rozwigzanie istnieje !

Przyktad

ni20)- DSolve[{y " [x] =X, y[@] =1, y[1] = -1}, y[x], X]

Out[29]=

1

Hy[x] > - (6—13x+x3>}}

6
in(30l:= (* Tu sie udato =*)
niz11= DSolve[{y "' [X] = -y[X], y[@] =0, y[2%Pi] =1}, y[x], X]

*=+/ DSolve: For some branches of the general solution, the given boundary conditions lead to an empty solution.

Out[31]=

{}
in[321:= (* W tym przypadku sie nie udato. Dlaczego ? =x)

In[33]:=

Rownania rézniczkowe czesto majg rozwigzania w postaci funkcji specjalnych. W
wielu przypadkach ich rozwigzania wrecz definiuja funkcje specjalne.

Przyktad
(341~ DSolve| X2y [X] +XYy'[X] + (X-n) (x+n) y[x] =0, y[x], x]

Out[34]=
{{y[x] » Bessell[n, x] c; + BesselY[n, x] c,}}

in(ssl:= (* W tym przypadku ogélne rozwigzanie jest
dowolng kombinacjg liniowag funkcji Bessela pierwszego
(Bessell[n,x]«> J,(z)) 1 drugiego rodzaju (BesselY[n,x]« Y,(z)). =*)
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Plot[{Bessell[2, x], BesselY[2, x]}, {x, O, 2}, PlotLegends - "Expressions"]

0.5 1.0 1.5 2.0

— Ja(x)
i Yo(x)

-8+

Inny przyktad

DSolve[y''[x] + Cos[x] Y[X] =9, y, X]

X X
{{y» Function| {x}, ¢, Mathieuc[e, -2, f] ‘e, Mathieus[e, _2, f}
2

Jeszcze inny przyktad

DSolve[y''[x] -Xy[x] =0, y[x], X]

{{y[x] » AiryAi[x] cq + AiryBi[x] c5}}

Jak pokazano dla rzutu ukosnego, przy pomocy funkcji DSolve mozemy rozwigzy-
wac uktady rownan rézniczkowych zwyczajnych. Prosze przyjrzeé sie sktadni tej
komendy uzywajacej “@” !

{x[t], y[t]} /. Firste

DSolve[{x'[t] =2y[t] -x[t], y'[t] = -x[t] +y[t]}, {x[t], y[t]}, t]

{cq (Cos[t] -Sin[t]) +2c,Sin[t], —c1 Sin[t] + ¢, (Cos[t] +Sin[t])}

(* Dla mnie prosciej wyglada taki zapis (polecam): x)

s13 = DSolve[{x ' [t] = 2y[t] -x[t], y'[t] = -x[t] +y[t]}, {x[t], y[t]}, t]

{{X[t] > cq (Cos[t] -Sin[t]) +2c, Sin[t], y[t] > -c1 Sin[t] + c5 (Cos[t] +Sin[t])}}
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In[«]:=
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In[49]:=
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In[51]:=

out[51]=

{x[t], y[t]l} /. s13[1]
{cq (Cos[t] -Sin[t]) +2c,Sin[t], —cy Sin[t] + ¢, (Cos[t] +Sin[t])}

(* Gdybym chciat mie¢ do dyspozycji te rozwigzania w postaci funkcji, wtedy: x*)

x[t_] =x[t] /. s13[1]
c1 (Cos[t] -Sin[t]) +2c, Sin[t]
y[t_1=yl[t] /.s13[1]
—cq Sin[t] + ¢, (Cos[t] +Sin[t])

ClearAll["Global +"];

Rownania w uktadzie rownan moga miec charakter rézniczkowo-algebraiczny, co
oznacza, ze nie wszystkie rownanie musza byc rézniczkowe. (W drugim rownaniu
nie ma pochodnej!)

DSolve[{y'[x] +32z'[x] =4y[x] +1/X, y[X] +z[x] =1}, {y[x], z[x]}, x]

3 1
Hy[x] »>—+— (-e? c;-9e?* (3e** + ExpIntegralEi[2x])),
2 18

1 1
z[x] 5> -—+— (e?Xc;+9e %% (3 <e2X+Eprntegr‘alEi[2x}))}}
2 18

(» Tu takze pojawiajg sie funkcje specjalne x)

Poprawnosc rozwigzania analitycznego mozemy sprawdzic¢ poprzez rézniczkowanie wyniku.
Jednak nie zawsze réwnanie daje sie scatkowac. Rozwigzania w postaci algebraicznej (inaczej
analityczne) istnieja tylko dla wybranej klasy rownan. Co wiecej, rozwiazanie nietrywialnego
rownania moze by¢ bardzo skomplikowane, a jego analiza moze przyprawiac o zawrot gtowy.
Dlatego czasem trzeba sie zadowoli¢ rozwigzaniem w postaci numerycznej.

Wynik procedur numerycznych podawany jest jako funkcja interpolacyjna (interpolujaca ?).
Zobaczmy najpierw, co to oznacza dla znanego przypadku. Funkcja interpFnc ma imitowad sinus i
jest zbudowana z wartosci funkcji sinus w punktach x= 0, Pi/2, Pi, 3*Pi/2, 2*Pi, 5*Pi/2, 3*Pi,
T7*Pi/2,4*Pi.

Table[{x, Sin[x]}, {X, 0, 4Pi, Pi/2}]

{{e, 01, {g 1}, (7, @}, {3; -1}, (27, 0}, {5; 1}, (37, 0}, {7; -1}, (4r, e}}
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in[52]:= interpFnc = Interpolation[ Table[{x, Sin[x]}, {X, @, 4Pi, Pi/2}]];

in[531:= Plot[ {interpFnc[t], Sin[t]}, {t, @, 4Pi} , PlotLegends » "Expressions"]

Out[53]=

1.0

0.5

— interpFnc(t)

2 4 6 8 10 12 sm(t)
-0.5
-1.0 Y

Interpolujaca funkcja mozna (i nalezy) postugiwac sie w ten sam sposéb jak zwyktymi funkcjami.

in[541:= Plot[ {Cos[t], interpFnc'[t]}, {t, @, 4Pi}]
Oout[54]=

1.5
108 /\ e

; ;/ ; \ T/
4N\ /0 U/
A4 A4

-1.0r

in[55:- dwiecatki = Integrate[{Sin[t], interpFnc[t]}, {t, O, Pi}]

Oout[55]=
27

{2 j}

in56]:= N[dwiecatki]

out[56]=

(2., 2.0944)
in[571:- N[dwiecatki[2] / dwiecatki[1]]

out[57]=

1.0472



8 | NOF 5.nb

in[s8l:= (% Przy tej caice,
ktora jest polem powierzchni pod wykresem Sin[t] i interpFnc[t] dla @< x < Pi,

mamy okoto 5 % réznicy =)

Funkcja interpolujaca nie daje absolutnie doktadnych wynikow. Aby rachunki z taka funkcja byty
precyzyjne, trzeba znac interpolowang funkcje w odpowiednio wielu "punktach podparcia”.

W jaki sposob uzyskaé dostep do punktow, w ktdrych zostata sprobkowana funkcja podczas
interpolacji ?

in[59):- interpFnc = Interpolation[ Table[{x, Sin[x]}, {X, ©, 4Pi, Pi/2}] ]

Oout[59]=

Domain: {0, 4 i1}

Inter‘polatlngFunCtlon{ Output: scalar

inf60]:= (% Tak dostaniemy petng informacje o interpFnc x)

infe1]:= interpFnc // N // FullForm

Out[61]//FullForm=

InterpolatingFunction[List[List[@. , 12.566370614359172"]],
List[5, 7, @, List[9], List[4], @, 0, @, O, Automatic, List[], List[], False],
List[List[@. , 1.5707963267948966" , 3.141592653589793",
4.71238898038469°, 6.283185307179586° , 7.853981633974483",
9.42477796076938 , 10.995574287564276 , 12.566370614359172" 1],
List [Developer  PackedArrayForm, List[®@, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9],
List[@®.,1.",0.7, -1.",0.7,1.°,0.7, -1.7, 0. ]], List[Automatic]]

inf62]:= (* Tak wydobywamy punkty x uzyte do zbudowania funkcji, ... %)
in[63]:= xi = interpFnc[3, 1]
Out[63]=

57 77

b 37
{e,v*,v 7T)7:27T:7: 37—[—:7)47-(}
2 2 2 2

inf64l= (* ... a tak wartosci funkcji w tych punktach x)
ini6s1:= i = N[interpFnc] [4, 3]

Qut[65]=
(0.,1.,0., -1.,0.,1.,0., -1., 0.}

inf66]:= SiN[xi]

out[66]=

{¢,1,e0,-1,0,1,0, -1, 0}
inf67]:= Sin[xi] = fi

out[67]=
True

Opcje funkcji Interpolation[].
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Metoda “Spline” generuje funkcje o ciagtej pochodnej, w przeciwienstwie do metody “Hermite”
inles]:= Options [Interpolation]

Out[68]=
{InterpolationOrder - 3, Method - Automatic, PeriodicInterpolation - False}

inleo]:= ClearAll["Global™ %"];

In[70]:=

Do rozwigzywania numerycznego réwnan rézniczkowych stuzy NDSolve. Sktadnia funkg;ji
NDSolve[] rézni sie od sktadni DSolve tym, ze wymaga podania warunkéw poczatkowych
(lub brzegowych) oraz zakresu zmiennej niezaleznej.

Wszystkie wartosci numeryczne parametréw réwnania musza by¢ okreslone.

Przyktad 1

in(711:= (* Tu mamy proste réwnanie I rzedu z jednym warunkiem poczatkowym. Dla tego

réwnania mamy rozwigzanie dokladne i mozemy sprawdzic¢ rozwigzanie numeryczne x)

in[72]:= anal = DSolve[{y ' [X] ==3*y[x], y[O] =1}, y[x], X]

out[72]=

{yxa - e})
in[731:= numl = NDSolve [{y ' [X] ==3*y[x], y[@O] =1}, y[x], {x, 0, 2}]
Oout[73]=

Hy[x] - Inter‘polatingFunction{ Domain: {0., 23} ] [X] }}

Output: scalar

in741:= Plot[{(y[x] /. anal[1l]), (y[x] /. numl[1])}, {x, 9, 2}, PlotLegends -» "Expressions"]

out[74]=

400

300

— y(x) 1. {{y(x) » &> 111

y(x) 1. {{y(x) - InterpolatingFunction[

100 -

0.5 1.0 1.5 20

in[751:= (* Ponizej rysunek wzglednej réznicy miedzy rozwigzaniem
analitycznym (doktadnym) i numerycznym (przyblizonym) %)
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inf76]:= Plot [{ ((y[x] /. anal[1l]]) - (y[x] /. numl[1])) / (y[x] /. anal[1]) },

wykres

{x, @, 2}, PlotLegends -» "Expressions"]
legenda dla grafik

Out[76]=

-

5x107 |

ULALL SRR EARRRNEE 15 klo

Przyktad 2 (S. Wolfram)
in[771:= (* Tu mamy roéwnanie II rzedu z dwoma warunkami brzegowymi =)

in[7e]:= num2 = NDSolve[{y''[Xx] +X*y[Xx] =0, y[@] ==1, y[1] = -1}, y[x], {X, 0, 1}]
rozwigz numerycznie réwnanie rézniczkowe
out[78]=

{{y[x] - Inter‘polatingFunction[ cD)z;];zi::s{c{gila:.» ] [X] }}

in7o]:= Plot[y[x] /. num2[1], {x, @, 1}]
wykres

Out[79]=

1.0

0.5

-0.5

-1.0

Dalsze przyktady
insol:= (% Teraz pokazuje po kolei sktadniki problemu %)
ing11:= (% Samo réwnanie: =*)

infs2]- eq =X "'[t] +tCos[Pit]2x[t] =t Cos[t];

cosinus

in[s3l:= (* Warunki poczgtkowe =x)

In[g4]:= Wp = X[@] == 03



NOF_5.nb | 11

in[ssl:= (% Przedzial, w ktérym szukamy rozwigzania x)
ingel:= {tmin, tmax} = {0, 10};
in[s71:- sol = x /. First@NDSolve[{eq, wp}, X, {t, tmin, tmax}]

out[87]=

Domain: {{0., 10.}

InterpolatingFunction { Output: scalar

inigs]:= Plot [Evaluate[sol[t]], {t, @, 10}]

out[88]=

Uzywamy InterpolatingFunction[] jako zwyczajnej funkcji. Tym razem uzyjemy jej jako argu-
mentu funkcji FindRoot [].

inigo) - FindRoot[sol[t] == -3, {t, 10}]

Out[89]=
(t>9.50599)

Mozemy sprawdzié¢ poprawnos$¢ rozwigzania poprzez wstawienie wyniku funkcji NDSolve[] do
rownania

infoo:- Plot[eq /. x » sol, {t, tmin, tmax}, Evaluated -» True, PlotRange » All]

Out[90]=
0.0004 -

0.0002 -

-0.0002 -

-0.0004 -

Domyslna wartoscig opcji AccuracyGoal (PrecisionGoal) funkcji NDSolve jest (dla precyzji
maszynowej) 7 lub 8. Dlatego mozna sie byto spodziewad, ze uzyskany wynik bedzie rozwigzaniem
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z doktadnoécig 1077 czy 1078, Powyzszy wykres wskazuje jednak co$ zupetnie innego, bo widzimy
znacznie wieksze wartosci.

Okazuje sie, ze jesli sprawdzi¢ rozwigzanie w punktach, dla ktérych algorytmy zaimplementowane
w NDSolve wyliczyty rozwigzanie, wynik bedzie zgodny z oczekiwaniem.

info1]:= First@sol["Coordinates"] // Short

(*» punkty siatki w ktérych jest znane rozwigzanie oraz pochodne =x)

Out[91]//Short=

In[92]:=

Oout[93]=

In[94]:=

In[95]:=

{0., 0.000120972, <<584>>, 9.98921, 10.}
Table[{t, x'[t] +tCos[Pit]*x[t] - tCos[t] /. X - sol},
{t, First[sol["Coordinates"]]}];

ListPlot [%, PlotRange » All, Joined - True, Mesh - All]

2x107 |

1x107

-1x107 F

-2x107" b

-3x107" |

(* Teraz widzimy znacznie mniejsze wartosci, tak jak tego oczekiwalismy =)

ClearAll["Global *"];

Putapki obliczen numerycznych

In[96]:=

In[97]:=

Typowe btedy w rachunkach numerycznych spowodowane sa przez zaokraglenia, ktére sg efek-
tem ubocznym skonczonej precyzji obliczen. Co wiecej, rachunki zwigzane z réwnaniami
rézniczkowymi posiadaja dodatkowa putapke, mianowicie mate btedy moga propagowac sie w
rozwigzaniu. Jesli problem jest bardzo wrazliwy na tego typu niewielkie zaburzenia, otrzymane
wyniki moga by¢ dalekie od prawdziwych.

Obrazuja to ponizsze przyktady.

Przyktad 1

ode = {x'[t] ==2x[t] +Cos[t], x[O] ==-2/5};

xs =X /. First@NDSolve[ode, x, {t, @, 37}];
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infogl:= (% Wykres dla rozwigzania numerycznego =x)

infeo]:= Plot[xs[t], {t, @, 3}, PlotRange -» All]

out[99]=

Dla tego problemu, mozemy znalez¢ rozwiagzanie analityczne

In[100]:=
X =x /. First @@ DSolve[ode, x, t];

In[101]:=
(* Mozemy wiec poréwnac¢ wynik numeryczny
(niebieski) z analitycznym (pomararnczowym) =)

In[102]:=

Plot[{xs[t], X[t]}, {t, @, 3}, PlotRange -» All]

Out[102]=

Olbrzymia rozbieznos¢ wynikdw jest zwigzana z wartoscig poczatkowa - (2/5) (do przeanalizowa-
nia).

To niezwykle szczesliwy przypadek dla ktérego znamy rozwigzanie analityczne. W ogélnym przy-
padku, kiedy takiego rozwigzania nie mamy, nalezy stosowac i polegac na innych metodach, aby
zdoby¢ pewnos¢ poprawnosci przyblizonego numerycznego rozwiazania.

Przyktad 2: rownanie Duffinga
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In[103]:=

In[104]:=

In[105]:=

In[107]:=

In[108]:=

In[111]:=

In[112]:=

Out[112]=

In[113]:=

Czteroparametrowe rownanie pojawiajgce sie przy analizie ruchu oscylatora wymuszonego

x"(t) - ax(t) + b x(t)* + c x'(t) = d cos(t)

Dla pewnych wartosci poczatkowych zachowanie rozwigzania jest bardzo skomplikowane.

Clear[ode, x, xs]
odeDuff[a_, b_, c_,d_] :=x"'[t] -ax[t] +bx[t]®+cx'[t] =dCos[t]

ode = {odeDuff[1, 1, 15/100, 3/10], x[0] ==1, x"'[0] = -1};
xs = x /. First@NDSolve [ode, x, {t, 9, 100}];

(* Teraz wprowadzamy bardzo niewielky zmiane (eps) w
warunkach poczgtkowych i sprawdzamy, jak zmieni sie rozwigzanie =)

eps = 107%;

ode = {odeDuff[1, 1, 15/100, 3/10], x[0O] ==1+eps, X' [0] == -1 +eps};
xseps = X /. First@NDSolve[ode, x, {t, 0, 100}];

(* Poréwnujemy wyniki dla przypadkow,
ktore bardzo nieznacznie réznig sie warunkami poczgtkowymi =)

Plot[ {xs[t], xseps[t]}, {t, 9, 100} ]

151

J

0.5}

20 40 60 80 100
-05F

-1.0F

-15+F

Poczawszy od okoto t=75 zaburzone rozwiagzanie rézni sie znaczaco od oryginalnego rozwiazania.
To mocny dowdd na to, ze oba rozwigzania sg nieprawidtowe dla duzych t. Co wiecej, zgodnos¢
obu rozwiazan do tego punku moze by¢ potraktowana jako dowdd na to, ze oba rozwigzania sa
poprawne.

(* Mamy sposéb, poprzez WorkingPrecision,

by uczyni¢ rozwigzanie bardziej dokZadnym =)
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In[114]:=
ode = {odeDuff[1, 1, 15/100, 3/10], x[0] ==1, x"'[0] = -1};
xs = x /. First@NDSolve [ode, x, {t, ©, 100}, WorkingPrecision - 207 ;
eps = 10°%;
ode = {odeDuff[1, 1, 15/100, 3/10], x[0] ==1+eps, X' [0] == -1+ eps};
xseps = X /. First@NDSolve[ode, x, {t, @, 100}, WorkingPrecision - 20];
In[119]:=
Plot[ {xs[t], xseps[t]}, {t, 0, 100} ]
Out[119]=
15F .
f
10 H
051 “ \
I A D 1 A D 1
20 40 60 | 8 / 1‘)0
| |
-05} 1 | i
(1
(W ,/
-15¢ !
Zwiekszajac precyzje obliczen (poprzez ustawienie parametru WorkingPrecision-20) mozemy
wydtuzyc czas, po jakim oba rozwigzania sie rozbiegaja. Jest to pesymistyczny przypadek, dla
ktérego catkowanie dla duzych czaséw wymaga coraz wiekszej precyz;ji.
Przyktad 3
In[120]:=
ode = {x''[t] = x"'[t]?-x[t], x[0] = 14, X' [0] = O};
In[121]:=
Xs =X /. First@NDSolve [ode, x, {t, O, 16.5}];
In[122]:=
Plot[xs[t], {t, @, 16.5}, PlotRange » All]
out[122]=

[$}]
T
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In[123]:=

In[125]:=

Out[125]=

In[126]:=

out[126]=

In[127]:=

In[128]:=

Czestym sposobem sprawdzenia poprawnosci otrzymanych wynikéw numerycznych jest
catkowanie réwnania wstecz.

ode = {x''[t] = x"'[t]?-x[t], x[16.5] = Xs[16.5], X' [16.5] = Xs ' [16.5] };
xb = x /. First@NDSolve [ode, x, {t, 16.5, 0}];

Plot[{xs[t], xb[t]}, {t, ©, 16.5}, PlotRange -» All]

{xs[0], xb[@]}

(14., 14.7341)

(* Widaé, ze te wyniki nie zgadzajg sie
idealnie i daja informacje o doktadnosci obliczen. x)

ClearAll["Global™ %"];

Informacje o problemach zwiazanych z numerycznym rozwiazywaniem réwnan rézniczkowych nie
powinny Panstwa zniechecad. Jako fizycy mamy wtasne sposoby, by sprawdzi¢ jako$¢ rozwigzan -
zasady zachowania !

Pokazuje to dla nieco ambitniejszego problemu, w ktérym szukamy rozwiazania uktadu réwnan
rozniczkowych Il rzedu z czterema funkcjami. Chodzi o tzw. problem Keplera.

Dwie masy, m; i m, , poruszaja sie w ustalonej ptaszczyznie pod wptywem wzajemnej sity graw-
itacji. Opisujemy ruch tego uktadu, rozwiazujac numerycznie réwnanie Newtona dla wektoréow
potozenia7,i 7,.

m;=4MS, m,=Ms
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nm,m, .
17772 7

—3
7

In[129]:=
rl={x1[t], y1[t]};
In[130]:=
r2 = {x2[t], y2[t]};
In[131]:=
r=r2-ri;
In[132]:=
(* II zasada dynamiki dla masy ml =)
In[133]:=
eql=mlxD[rl, {t, 2}] ==G*mlxm2/ (Sqrt[r.r])*3«r
out[133]=
{mlx1”[t], mlyl”[t]} ==
{ Gmim2 (-x1[t] +x2[t]) Gmim2 (-yl[t] +y2[t]) }
((-x1[t] +x2[t]) 2+ (-yl[t] +y2[t])?)*?  ((-x1[t] +x2[t])2+ (-y1[t] +y2[t])2)??
In[134]:=
(* II zasada dynamiki dla masy m2 =x)
In[135]:=
eq2 =m2xD[r2, {t, 2}] == -G*mlxm2/ (Sqrt[r.r])*3*r
Out[135]=
Gmlm2 (-x1[t] +x2[t])
(m2x2"[t], m2y2"[t]} == {_ ,
((-x1[t] +x2[t]) %+ (-y1[t] +y2[t])?)*?
Gmim2 (-yl[t] +y2[t]) }
((-x1[t] +x2[t])2+ (-yl[t] +y2[t])?)*"?
In[136]:=
(* MS=2x10"(30) %) (* kg , masa naszego Storica x)
In[137]:=
MS = 1;
In[138]:=
ml=4xMS;
In[139]:=
m2 = MS;
In[140]:=

AU = 1; (* jednostka astronomiczna,
czyli 150 miliondw kilometrow jest teraz jednostky dtugosci ! )

In[141]:=
rmin = 24 x AU;
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In[142]:=
rmax = 36 x AU;

In[143]:=
a = (rmin + rmax) / 2;

In[144]:=
(» ziemski rok jest teraz jednostka czasu x)
In[145]:=
rok = 1;
In[146]:=
T = 80 x rok;
In[147]:=
(* Po wyborze okresu T oraz parametru elipsy w ruchu wzglednym,
wartos¢ statej G jest juz okreslona i mozemy jg znalezié¢ z III prawa Keplera %)
In[148]:=
solG = Solve[2*Pixa~(3/2) /Sqrt[G* (ml+m2)] =T, G];
In[149]:=

G=G/.solG[1];

In[150]:=

tmax = 1500;
In[151]:=
(» Warunki poczatkowe w odpowiednich jednostkach. S3 one tak dobrane,
by srodek masy ukladu pozostawat w spoczynku =*)
In[152]:=
WP = {x1[@] = -912 /100, y1[0] == 0, x2[0] == 3648 / 100, y2[0] == O,
x1'[0] =0, y1'[0] == -48/100, x2'[0] =0, y2'[0] = 192/100};

In[153]:=
(* Uzywam funkcji NDSolve, aby numerycznie rozwigza¢ uklad réwnan rézniczkowych x)

In[154]:=

numerycznie = NDSolve[{eql, eq2, WP}, {x1[t], y1[t], x2[t], y2[t]}, {t, @, tmax}];
In[155]:=
(* Wydobywam rozwigzania w postaci funkcji =)

In[156]:=
x1[t_] := Evaluate[x1[t] /. Flatten[numerycznie]]

In[157]:=

yl[t_] := Evaluate[yl[t] /. Flatten[numerycznie]]

In[158]:=

x2[t_] := Evaluate[x2[t] /. Flatten[numerycznie]]

In[159]:=

y2[t_] := Evaluate[y2[t] /. Flatten[numerycznie]]

In[160]:=
ClearAll[ri, r2, rj;
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In[161]:=
(* Na podstawie numerycznych rozwigzan tworze

wektory potozenia obu mas oraz wektor polozenia wzglednego x*)

In[162]:=

rift_] := {x1[t], y1[t]};

In[163]:=

r2[t_] := {x2[t], y2[t]};

In[164]:=
r(t_] :=r2[t] -r1[t];

In[165]:=
(* catkowita (dla obu mas) energia kinetyczna =*)

In[166]:=
Ekin[t ] = (1/2) *ml+D[rl[t], t].D[r1[t], t] + (1/2) *xm2xD[r2[t], t].D[r2[t], t];
In[167]:=
(* catkowita (dla obu mas) energia potencjalna =)
In[168]:=
Epot[t_] =-G*mlxm2/Sqrt[r[t].r[t]];
In[169]:=
(» Catkowita energia mechaniczna uktadu dwéch mas x)

In[170]:=

Etot[t_] = Ekin[t] + Epot[t];
In[171]:=
(*
px1=Plot[x1[t], {t,0,tmax},PlotRange—»All,AxesLabel-{"t [rok]","x;(t) [AU]"}1;
pyl=Plot[yl[t], {t,0,tmax},PlotRange—»All,AxesLabel-{"t [rok]","y;(t) [AU]"}1;

px2=Plot[x2[t], {t,0,tmax},PlotRange—»All,AxesLabel-{"t [rok]","x,(t) [AU]"}1;

py2=Plot[y2[t], {t,0,tmax},PlotRange-»All,AxesLabel-{"t [rok]","y,(t) [AU]"}1];

*)

In[172]:=
(* Tory obu mas, niebieski dla wiekszej masy ml x)
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In[173]:=
pl = ParametricPlot [{{x1[t], y1[t]}, {x2[t], y2[t]}},
{t, 0, tmax}, AxesLabel » {"x; (t) [AU]", "y;(t) [AU]"}]
Oout[173]=
yi(t) [AU]
0.
40+
20'/\
100 50 \\_/ x() [AU]
_20,
—40+
-601
In[174]:=
(* Sprawdzam jakosc
rozwigzania: catkowita energia mechaniczna nie moze sie zmieniac¢ w czasie x)
In[175]:=
Plot[Etot[t], {t, @, tmax}, PlotRange » All, AxesLabel » {"t [rok]", "Etot(t) "}]
Out[175]=
Etot(t)
. . . . : . : t [rok]
200 400 600 800 1000 1200 1400
-0.617922
-0.617922
-0.617923
-0.617923 |
-0.617924 |
In[176]:=

(* Numeryczne zmiany calkowitej energii sa bardzo niewielkie,
ale warto je dodatkowo poréwnac¢ z wartosciami energii kinetycznej,
potencjalnej i catkowitej =x)



In[177]:=

Oout[177]=

In[178]:=

In[179]:=

In[180]:=

In[181]:=

In[182]:=

In[183]:=

Out[183]=

In[184]:=

In[185]:=

Plot[{Ekin[t], Epot[t], Etot[t]}, {t, @, tmax}, PlotRange - All,
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AxesLabel » {"t [rok]", "Ekin(t), Epot(t), Etot(t) "}, PlotLegends -» "Expressions"]

Ekin(t

, Epot(t), Etot(t)

2
— Ekin(t)

Epot(f)
Etot(f)

t [rok]

200 400 600 800 1000 1200 1400

(* Na tym rysunku widac,
ze speiniona jest zasada zachowania catkowitej energii mechanicznej =)

Modelowanie ruchu uktadu przy pomocy wbudowanych obiektéw graficznych

masal[t_] =Disk[{x1[t], y1[t]}, ml];

masa2[t_] =Disk[{x2[t], y2[t]1}, (1/2) »ml];

gmasal[t_] := Graphics[masal[t]]

gmasa2[t_] := Graphics[masa2[t]]

animacja = Animate[Show[pl, gmasal[t], gmasa2[t],

PlotRange -» {{-140, 50}, {-70, 70}}, AspectRatio - Automatic], {t, 0, tmax}]

¢ ()
[

MEFIE]

Show [pl, gmasal[942.275], gmasa2[942.275], PlotRange » {{-140, 50}, {-70, 70} }, Aspec

(* SetDirectory[NotebookDirectory[]]; Export["2masy_2.avi",animacjal; =*)

ClearAll["Global  %x"];
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Rownania rozniczkowe czastkowe

DSolve stuzy nie tylko do rozwigzywania réwnan i uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych
dla funkgji jednej zmiennej, ale takze réwnan rézniczkowych czastkowych, gdzie wystepuja
funkcje wielu zmiennych.

W tym przypadku uzyskanie jednoznacznego rozwigzania wymaga zwykle podania dodatkowych
warunkow (tzw. warunkéw poczatkowych i brzegowych). Rozwigzanie ogélne moze zalezec nie od
dowolnych parametréw, ale wrecz od dowolnych funkgji !

Przyktad 1 : rownanie | rzedu na funkcje dwdch zmiennych
(S. Wolfram)

In[186]:=

DSolve[D[y[x1, x2], x1] +D[y[x1, x2], x2] ==1/ (x1x2), y[x1, x2], {x1, x2}]

Oout[186]=
-Log[x1] + Log[x2] + (X1 -x2) c1[-X1+ x2]
Hy[xl, X2] > }}
X1 - x2
In[187]:=
(* Rozwigzanie ogdélne zalezy od dowolnej funkcji réznicy x2-
x1. Mathematica nazywa ja c;. *)
Przyktad 2 : problem dotyczacy pewnego rodzaju sit, dla ktérych ma istnieé energia potenc-
jalna.
Mamy sprawdzié, czy sity F={2*x*z*z-2*y,-2*x-6*y*2,2*x*x*2-3*y*y} i G={x*x*z,-x*y,5} naleza do tej
kategorii i jesli tak, znalez¢ odpowiadajace im energie potencjalne.
In[188]:=
Fi={2%X*Z*Z-2%Y, -2*xX-6%Y*Z, 2*xX*X*Z-3*xyY*Y};
x y =z
R R P P 3
1‘0tFEV><F:i <7 9.
Ox Oy Oz
F. F, F
oF. OF,\. (BF\ 0 j N oF, OF_ ).
- _d ) _o
oy 0z 0z Ox ox Oy
In[189]:=
rotF = Curl[F, {x, y, z}]
Out[189]=

{0, 9, 0}

In[190]:=
G:= {X*X*Z, -X*Y, 5};

In[191]:=

rotG = Curl[G, {X, Yy, z}]

Out[191]=

{01 XZJ 7y}
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rot F(¥)=0

AV (F): F(F) = -VV(F) = —grad V' (7)

S - oV ov av

F(F)=-VV () & F.=—— F, =—— F.=——.

' ox - oy Oz

In[192]:=

(* Gradient funkcji skalarnej to wektor,

ktérego sktadowymi sg pochodne odpowiednio po x, y i z. W ogélnym zapisie mamy: =x)
In[193]:=

Grad[f[x, y, z], {X, ¥, z}]
Out[193]=

[F229x, y, 2], £O29 [x, y, 2], £9%V [x, y, 2]}
In[194]:=

(» Powyzszy zapis moze nie byc¢ zbyt czytelny,

dlatego sprawdzam bezposrednio, czym jest gradient =)
In[195]:=

Grad[f[x, ¥y, z], {X, ¥, 2}] = {D[f[x, ¥y, 2], x], D[f[x, ¥y, 2], y1, D[f[x, ¥y, 2], 2]}
Oout[195]=

True
In[196]:=

(* Szukamy energii potencjalnej dla sity F &)
In[197]:=

DSolve [Grad [VF[X, ¥, 2], {X, ¥, 2}] = -F, VF[X, ¥, 2], {X, ¥, 2}]
out[197]=

[{VFIx,y, z] s 2xy+z (3y*-%x*z) + a1 }}
In[198]:=

(* Rozwigzanie na energie potencjalng jest okreslone z doktadnoscig do statej =)
In[199]:=

DSolve[Grad [VG[X, ¥, 2], {X, ¥, 2}] =G, VG[X, ¥, 2], {X, ¥, Z}]
Oout[199]=

DSolveHVG(l’e’6> (X, Y, 2], VG®1® [x, y, z], vG@%D [x, y, 2]} = {xz z, -xy, 5},

VG[X, Y, 2], {X, ¥, 2}]
In[200]:=

(* Zgodnie z oczekiwaniem, dla sity G Mathematica nie znalazta rozwigzania )
In[201]:=

Przyktad 3: jednowymiarowe (jedna wspétrzedna przestrzenna x) rownanie falowe.
Mamy do czynienia ze strung rozciggajaca sie wzdtuz osi x, ktdrej wychylenie z potozenia
rownowagi zalezy od potozenia wzdtuz osi x i od czasu.
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In[202]:=

In[203]:=

In[204]:=

Out[204]=

In[205]:=

out[205]=

In[206]:=

Out[206]=

In[207]:=

In[208]:=

out[208]=

In[209]:=

ClearAll["Global  %"];
$Assumptions = c > 0;

eq3 = {D[u[x, t], {x, 2}] - (1/c”"2) *D[u[x, t], {t, 2}] =0}

u(@:2) [X, t]

{77 Fu®9 x, t] = e}
C2

s3 = Simplify[DSolve[eq3, u[x, t], {x, t}1]

(ot 1 aaft-2] raafe-2]))

C C

W réwnaniu powyzszym nie wystepowaty ani warunki poczatkowe, ani warunki brzegowe. Dlatego
rozwigzaniem jest suma dwdéch dowolnych funkcji jednej zmiennej, ¢4 i c,, zargumentami
rownymi odpowiednio t-x/c oraz t+x/c. Te dwie czesci rozwigzania odpowiadaja fali biegnacej
zgodnie ze zwrotem osi x (argument t-x/c) oraz przeciwnie do zwrotu osi x (t+x/c).

Teraz wprowadzamy warunki poczatkowe i brzegowe.
Warunki poczatkowe dla réwnania drugiego rzedu w czasie oznaczaja, ze musimy podac postac

funkcji u i jej pierwszej pochodnej w chwili t=0.

Dla fali na strunie o skoriczonej dtugosci, x € [-L,L], odpowiada to podaniu ksztattu struny w chwili
t=0 oraz rozktadu predkosci punktéw struny w chwili t=0.

wp3 = {u[x, Q] = Exp[_xz], Derivative[Q, 1] [u] [X, O] == 9}

{u[x, 0] =e X, u®V[x, 0] == 0}

Warunki brzegowe: zaktadamy, ze fala wystepuje na strunie, ktéra jest sztywno umocowana na
obu koncach. Konkretne wartosci wybieram tak, by warunki poczatkowe byty zgodne z warunk-
ami brzegowymi.

L=1;

wb3 = {u[-L, t] = E” (-1), u[L, t] =E”~(-1)}

c=1; tmax =5;



In[210]:=

s31 = NDSolve[{eq3, wp3, wb3}, u, {x, -L, L}, {t, 9, tmax}]
out[210]=

. . Domain: {{-1., 1.}, {0., 5.1

{{u - Inter‘polatlngFunctlon[ N Cuiiau: gl J }}
In[211]:=

Plot3D[Evaluate[u[x, t] /. s31[1]],

{t, 9, tmax}, {x, -L, L}, AxesLabel » {"t", "x", "u(x,t)"}]
out[211]=
NS
L Q‘ Y\
R N/
X
-1.0

In[212]:=

Animate[Plot [Evaluate[u[x, t] /. s31[1]], {x, -L, L},

PlotRange -» {-1/2, 1.1}, AxesLabel » {"x", "u(x,t)"}], {t, 0, 4}]

out[212]=

J MEEIE]

u(x,t)

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.5"

Dalsze przyktady sa dostepne na stronie przedmiotu
http://users.uj.edu.pl/~golak/zestawyNOF.html
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oraz na stronie
http://users.uj.edu.pl/~golak/zestawyF.html



