
Sformu lowanie Lagrange’a dynamiki uk ladu punktów materialnych

Po lożenie uk ladu N punktów materialnych w przestrzeni wymaga określenia N wektorów
wodz ιacych, tzn. 3N wspó lrz ιednych. Liczba niezależnych wielkości, których znajomość jest
niezb ιedna do jednoznacznego określenia po lożenia uk ladu jest nazywana liczb ιa stopni swo-
body uk ladu. Oznaczmy j ιa przez s. Wspó lrz ιednymi uogólnionymi nazywamy s dowolnych

wielkości q1, q2, ..., qs charakteryzuj ιacych ca lkowicie po lożenia sk ladowych uk ladu o s stop-
niach swobody. Pochodne tych wielkości, q̇i ≡

d
dt

qi, nosz ιa nazw ιe pr ιedkości uogólnionych.
W myśl tzw. zasady najmniejszego dzia lania (inaczej zasady Hamiltona) każdy uk lad

mechaniczny jest określony przez pewn ιa funkcj ιe

L(q1, q2, ..., qs, q̇1, q̇2, ..., q̇s, t) ≡ L(q, q̇, t),

któr ιa nazywamy funkcj ιa Lagrange’a danego uk ladu. Niech w chwilach t = t1 i t = t2
uk lad posiada po lożenia scharakteryzowane przez dwa zbiory wartości wspó lrz ιednych q(1)

i q(2). Pomi ιedzy tymi po lożeniami uk lad porusza si ιe tak, że ca lka (tzw. dzia lanie uk ladu)

S =

t2
∫

t1

L(q, q̇, t)dt (1)

przyjmuje najmniejsz ιa możliw ιa wartść. Ten warunek prowadzi do równań ruchu uk ladu,
czyli równań Lagrange’a-Eulera:

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi

= 0 (i = 1, 2, ..., s). (2)

Funkcja Lagrange’a nie jest określona jednoznacznie: Dwie funkcje Lagrange’a różni ιace si ιe
o zupe ln ιa pochodn ιa czasow ιa dowolnej funkcji d

dt
f(q, t) prowadz ιa do tych samych równań

ruchu.
Z tego, co zosta lo dotychczas powiedziane, nie wynika, jak szukać funkcji Lagrange’a

dla konkretnego uk ladu. Nie ma na to jednej regu ly. Można próbować różnych przepisów
na L(q, q̇, t) i badać, czy prowadz ιa do równań ruchu prawid lowo opisuj ιacych ewolucj ιe
uk ladu w czasie.

Dla pewnych sytuacji wiemy jednak, jak ιa postać powinna mieć funkcja Lagrange’a.

• W przypadku ruchu jednej cz ιastki w zewn ιetrznym polu ogólna postać funkcji La-
grange’a jest dana wzorem

L =
1

2
m~v 2 − U(~r, t), (3)

gdzie U(~r, t) jest energi ιa potencjaln ιa.

• Dla odosobnionego uk ladu N punktów materialnych oddzia luj ιacych ze sob ιa i nie
oddzia luj ιacych z zewn ιetrznymi cia lami postuluje si ιe, że

L =
N
∑

a

1

2
ma~v

2
a − U(~r1, ~r2, ..., ~rN )
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• Dla uk ladów mechanicznych, w których oddzia lywanie mi ιedzy cia lami narzuca ogra-
niczenia na wzajemne po lożenie cia l (tzw. wi ιezy), przy czym tarcie posuwiste w
uk ladzie jest tak ma le, że nie wp lywa w istotny sposób na ruch i można zaniedbać
masy elementów wi ιaż ιacych uk lad, używamy tej samej funkcji Lagrange’a, co w
poprzednim przypadku. Wyst ιepowanie wi ιezów prowadzi jedynie do zmniejszenia
liczby stopni swobody.

• Dla uk ladów mechanicznych z punktowymi masami oraz bry lami sztywnymi, w
których wyst ιepuje tarcie, ale ze wzgl ιedu na brak poślizgu si ly tarcia nie zmieniaj ιa
ca lkowitej energii mechanicznej uk ladu. Energia kinetyczna, opócz energii kinety-
cznej ruchu post ιepowego, musi uwzgl ιedniać także energie kinetyczne ruchu obro-
towego bry l sztywnych b ιed ιacych sk ladowymi uk ladu.

Uwaga:
Dla uk ladów, w których nast ιepuje dysypacja energii mechanicznej formalizm Lagrange’a
nie ma bezpośrednio zastosowania. Można jednak w pewnych wypadkach uogólnić rów-
nania Lagrange’a wprowadzaj ιac tzw. funkcje dysypacji Rayleigha.

Nie zawsze jednak energia uk ladu musi być sta la. Możliwe s ιa uk lady z tzw. wi ιezami
reonomicznymi (inaczej niestacjonarnymi), czyli jawnie zależnymi od czasu, w których
równania wi ιezów nie zależ ιa explicite od sk ladowych wektora pr ιedkości (wi ιezy holono-
miczne). Dla takich uk ladów formalizm Lagrange’a ma jak najbardziej zastosowanie.

Przyk lad 1: ruch cz
ι
astki w jednorodnym ziemskim polu grawitacyjnym
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Uk lad ma oczywíscie trzy stopnie swobody: x, y i z. Energia kinetyczna punktu mate-
rialnego T wynosi

T =
1

2
m
(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

, (4)

a energia potencjalna U w jednorodnym ziemskim polu grawitacji zależy tylko od z i dana
jest wzorem

U = mgz. (5)
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Dlatego funkcja Lagrange’a ma postać

L =
1

2
m
(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

− mgz, (6)

co prowadzi do nast ιepuj ιacego uk ladu równań

mẍ = 0 (7)

mÿ = 0 (8)

mz̈ = −mg. (9)

Przyk lad 2: dwie masy oddzia luj
ι

ace grawitacyjnie
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Zak ladamy, że obie masy poruszaj ιa si ιe w p laszczyźnie xy. Uk lad ma wówczas cztery
stopnie swobody: x1, y1, x2 i y2. Energia kinetyczna T uk ladu wynosi

T =
1

2
m1~v

2
1 +

1

2
m2~v

2
2 =

1

2
m1

(

ẋ1
2 + ẏ1

2
)

+
1

2
m2

(

ẋ2
2 + ẏ2

2
)

, (10)

a energia potencjalna U grawitacji zależy tylko od d lugości wektora ~r i dana jest wzorem

U = −G
m1m2

| ~r |
= −G

m1m2
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2
(11)

Dlatego funkcja Lagrange’a ma postać

L =
1

2
m1

(

ẋ1
2 + ẏ1

2
)

+
1

2
m2

(

ẋ2
2 + ẏ2

2
)

+ G
m1m2

√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2
(12)

co prowadzi do nast ιepuj ιacego uk ladu równań

ẍ1 = −
Gm2( x1 − x2)

(( x1 − x2)2 + ( y1 − y2)2)3/2
(13)
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ẍ2 =
Gm2( x1 − x2)

(( x1 − x2)2 + ( y1 − y2)2)3/2
(14)

ÿ1 = −
Gm2( y1 − y2)

(( x1 − x2)2 + ( y1 − y2)2)3/2
(15)

ÿ2 =
Gm2( y1 − y2)

(( x1 − x2)2 + ( y1 − y2)2)3/2
(16)

Przyk lad 3: wahad lo matematyczne
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Wahad lo matematyczne to uk lad o jednym stopniu swobody, bo po lożenie uk ladu okreś-
lone jest przez k ιat ϕ:

x = l sin ϕ , y = l cos ϕ. (17)

Energia kinetyczna wahad la T wynosi

T =
1

2
m
(

ẋ2 + ẏ2
)

=
1

2
ml2ϕ̇2, (18)

a energia potencjalna U w jednorodnym ziemskim polu grawitacji dana jest wzorem

U = −mgy = −mgl cos ϕ. (19)

Dlatego funkcja Lagrange’a ma postać

L =
1

2
ml2ϕ̇2 + mgl cos ϕ, (20)

co prowadzi do nast ιepuj ιacego równania ruchu wahad la

ml2ϕ̈ = −mgl sin ϕ (21)

czyli

ϕ̈ = −
g

l
sin ϕ. (22)
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Przyk lad 4: staczanie si
ι
e walca bez poślizgu z nieruchomej równi pochy lej

Przy za lożeniu, że oś symetrii znajduj ιacego si ιe na równi walca jest stale prostopad la
do p laszczyzny rysunku, jego po lożenie można opisać dwoma parametrami: na przyk ld
odleg lości ιa l środka masy walca od górnego krańca równi oraz k ιatem ϕ, o jaki walec obróci
si ιe wokó l w lasnej osi wzgl ιedem wybranego po lożenia pocz ιatkowego. Jednak warunek, że
toczenie odbywa si ιe bez poślizgu prowadzi do zwi ιazku mi ιedzy l i ϕ

l = rϕ.

Dlatego mamy do czynienia z uk ladem o jednym stopniu swobody. Energia kinetyczna
walca T jest sum ιa energii kinetycznej ruchu post ιepowego T1

T1 =
1

2
m l̇2 (23)

oraz energii kinetycznej ruchu obrotowego T2 wzgl ιedem osi symetrii przechodz ιacej przez
środek masy walca O (Io jest momentem bezw ladności walca wzgl ιedem tek osi)

T2 =
1

2
Io ω2 =

1

2
Io ϕ̇2 =

1

2
Io

(

l̇

r

)2

. (24)

Energia potencjalna U w jednorodnym ziemskim polu grawitacji dana jest wzorem (tak
jak dla masy punktowej m umieszczonej w punkcie O)

U = mgyo = mg (h − l sin α ) . (25)

Dlatego funkcja Lagrange’a ma postać

L =
1

2
m l̇2 +

1

2
Io

(

l̇

r

)2

+ mgl sin α, (26)

(opuszczam sta l ιa mgh) co prowadzi do nast ιepuj ιacego równania na l(t)

l̈ =
mg sin α

m + Io/r2
. (27)
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Równania kanoniczne Hamiltona

W formaliźmie Lagrange’a ruch uk ladu N punktów materialnych opisywalísmy w 3N
wymiarowej przstrzeni konfiguracyjnej, ewentualnie zaw ιeżonej do s wymiarów w wyniku
na lożenia odpowiednich wi ιezów i przej́sciu do wspó lrz ιednych uogólnionych zgodnych z
wi ιezami. W tej przestrzeni pr ιedkości uogólnione nie s ιa traktowane jak zmienne niezależne,
bo znajomość zbioru funkcji q(t) pozwala wyznaczyć zbiór q̇(t) przez różniczkowanie.
Ruch uk ladu w tej przestrzeni opisuje s równań różniczkowych drugiego rz ιedu. Przez
wybrany punkt tej przestrzeni może przechodzić nieskończenie wiele trajektorii odpowia-
daj ιacych różnym wartściom pr ιedkości pocz ιatkowej.

Podej́scie Hamiltona polega na wprowadzeniu 2s-wymiarowej przestrzeni fazowej, w
której wspó lrz ιednymi s ιa nie tylko wspó lrz ιedne uogólnione, ale także p ιedy uogólnione pi

pi ≡
∂L(q, q̇, t)

∂q̇i

traktowane jako niezależne wielkości dynamiczne. Ruch uk ladu w przestrzeni fazowej
opisuje 2s równań różniczkowych pierwszego rz ιedu na qi i pi. Przez wybrany punkt tej
przestrzeni przechodzi tylko jedna trajektoria, a wi ιec trajektorie nie mog ιa si ιe przecinać.

Aby powi ιazać formalizm Hamiltona z wcześniej naszkicowanym podej́sciem Lagrange’a
wyrażamy najpierw wszystkie pr ιedkości uogólnione q̇i przez wspó lrz ιedne qi i p ιedy uogól-
nione pi:

q̇i = q̇i(q, p, t)

Funkcj ιa Hamiltona (hamiltonianem) nazywamy wielkość

H(p, q, t) =
s
∑

i=1

pi q̇i(q, p, t) − L(q, q̇i(q, p, t), t). (28)

Wariacja tej funkcji obliczona na dwa sposoby prowadzi do tzw. równań kanonicznych
Hamiltona. Z jednej strony mamy wprost

δH =
s
∑

i=1

(

∂H

∂qi

δqi +
∂H

∂pi

δpi

)

. (29)

Z drugiej strony, korzystaj ιac z (28) zachodzi

δH =
s
∑

i=1

(

δq̇i pi + q̇i δpi −
∂L

∂qi

δqi −
∂L

∂q̇i

δq̇i

)

=
s
∑

i=1

(

q̇i δpi −
∂L

∂qi

δqi

)

=
s
∑

i=1

(q̇i δpi − ṗi δqi) . (30)

Porównuj ιac (29) i (30) dostajemy

ṗi = −
∂H

∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi

. (31)
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Przyk lad: oscylator anharmoniczny

Zak ladamy, że hamiltonian uk ladu ma postać

H(p, q) =
1

2
p2 +

1

2
k1q

2 +
1

4
k2q

4. (32)

Prowadzi to do nast ιepuj ιacych równań Hamiltona

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m
(33)

ṗ = −
∂H

∂q
= −k1q − k2q

3 (34)
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