Elementy formalizmu Lagrange’a

Wiemy, ze przy pomocy rownan Newtona mozemy (w zasadzie)
przewidzie¢, jak bedzie wygladac ruch uktadu punktow materialnych,
jesli znamy wszystkie dziatajgce sity i warunki poczgtkowe.

Na tym wyktadzie bedziemy zajmowac sie elementami formalizmu
Lagrange’a czyli innego sformutowania dynamiki, ktérego autorem jest
wtosko-francuski astronom i matematyk Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813). Wsrdod wielu osiggnied tego cztowieka nalezy wymienic przede
wszystkim stworzenie podstaw rachunku
wariacyjnego.

W zagadnieniach wariacyjnych szukamy
funkcji, dla ktorej catka (zwana funkcjonatem)
przyjmuje wartosc ekstremalna.




Przyktad:
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W naszym przypadku zachodzi:
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Dlatego dostajemy po prostu:
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W mechanice Lagrange’a zasadniczg role odgrywa funkcjonat zwany dziataniem:

dg;
dt

ktéry jest zdefiniowany dla ruchu uktadu, opisanego funkcjami g(t),
trwajgcego od chwili t; do chwili t, . Dziatanie jest wiec funkcjonatem ruchu.
Funkcjonat jest odwzorowaniem, w ktérym role zmiennej niezaleznej petni
funkcja lub zbiér funkcji (przy danym zapisie jest to s funkcji g,(t) ), a wartoscia
odwzorowania jest wartosc catki oznaczonej z funkcji Lagrange’a, wykonanej po
ustalonym przedziale czasu (t,,t,).
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s jest minimalng liczbg parametrow potrzebnych do opisu potozenia wszystkich
elementéw uktadu. Nazywamy jg liczbg stopni swobody uktadu. Funkcje g/(t),
wybierane z uwzglednieniem wiezow do opisu stanu uktadu, nazywamy
wspotrzednymi uogolnionymi. Ich pochodne po czasie to tzw. predkosci
uogolnione.



Twierdzenie, ktore podaje bez dowodu, moéwi, ze funkcja Lagrange’a
(lagrangian) dana jest wzorem:
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czyli jest réznica energii kinetycznej i potencjalnej uktadu.

Z zasady najmniejszego dziatania (Scislej z zadania, by catka dziatania
przyjmowata wartos¢ ekstremalng) wynika, ze funkcje g(t), spetniajg ukfad
rownan Lagrange’a-Eulera:
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1=12...5.
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o 1=12,...,5s.

Te rdwnania nazywamy rownaniami Lagrange’a (mowiac scislej rownaniami
Lagrange’a |l rodzaju, bo s3 jeszcze rownania Lagrange’a | rodzaju). Jest to ukfad s
rownan rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu na s funkcji g(t).

Rozwigzania tych réwnan zalezg wiec od 2s statych, ktore sg wyznaczone przez
uogolnione potozenia poczatkowe q,(t=0) oraz uogodlnione predkosci poczatkowe
dq/dt(t=0).



Przekonamy sie na konkretnych przyktadach, ze podejscie Lagrange’a posiada
istotne zalety w tych przypadkach, gdy mozemy zaniedbac straty energii
mechanicznej na skutek dziatania sit tarcia :

Rownania Lagrange’a majg te sama postad, niezaleznie od wyboru uktadu
wspotrzednych. W podejsciu Newtona jest inaczej: Nawet dla
pojedynczego punktu materialnego Il zasada dynamiki ma inng postaé¢ we
wspotrzednych kartezjanskich, we wspoétrzednych walcowych i we
wspotrzednych sferycznych.

Pozwalajg catkowicie wyeliminowac sity reakcji wiezow. Sity reakcji
wiezdw nie zawsze tatwo jest znalez¢, a czesto nie jesteSmy nimi
bezposrednio zainteresowani, gdy wazna jest dla nas informacja o ruchu
uktadu. Przyktad: ruch koralika bez tarcia po drucie o zadanym ksztatcie.
Daje fatwiejszy wglad w wielkosci zachowane: Jesli na przyktad zachodzi

ok =0 = %zconst,
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to taka wspdtrzedng g; nazywamy wspotrzedng cykliczng.



Polecam Panstwu moje krotkie wprowadzenie
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-25/lagrange.pdf

oraz opracowanie doktora Stawomira Brzezowskiego dotyczgce mechaniki
teoretycznej dostepne na stronie:

https://if.uj.edu.pl/dla-studentow/podreczniki-i-skrypty

W dalszym ciggu wyktadu bedziemy zajmowac sie konkretnymi przyktadami
opracowanymi w postaci notebookéw. W szczegdlnosci sg to:
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-25/wahadlo_matematyczne.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-25/ruchoma_rownia_2014.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-25/krzywa_trzeciego_stopnia.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-
25/wahadlo_matematyczne o _zmiennej dlugosci.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-25/pret_po_osiach.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-25/polkula_na_gladkiej powierzchni.nb
http://users.uj.edu.pl/~golak/NOF24-25/polkula_na_szorstkiej powierzchni.nb



Przyktad 1: oscylator harmoniczny prosty
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X, - diugosé swobodnej sprezyny
X; - diugoscé rozciagnietej lub Scisnietej sprezyny

Istotnym parametrem jest réznicax = X; - X3

Mamy tu prosty uktad o jednym stopniu swobody, gdzie parametrem
okreslajgcym stan uktadu jest rozciggniecie sprezyny Q=X
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Epot(q1 qit) = Ekq
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Przyktad 2: wahadto matematyczne ptaskie

Y

Tu tez mamy tu prosty ukfad o
jednym stopniu swobody,
gdzie parametrem
okreslajacym stan ukfadu jest

kat wychylenia od pionu g=.

Uwaga: wspotrzedna
uogolniona nie musi by¢
yklasyczng” wspotrzedng i nie
musi mie¢ wymiaru metra.



Najpierw wyrazamy potozenie masy punktowej przez wspotrzedng uogodlniong g:

x =1sin(q) = x =lgcos(q)

y =—lcos(q) —» y =1gsin(qg)

. 1 .2 .2 1 2 o2
En(0.6,0) =2 m(x*+y7)=—ml’g
E..(0,4,t)=mgy=-mglcos(q)

. . . 1 ..
B(q,q,t)=Ekm(q,q,t)—E,mt(q,q,t)=§ml q° +mglcos(q)



. . . 1 ..
B(q,q,t)=Ekm(q,q,t)—EpOt(q,q,t)=§ml q° +mglcos(q)
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Przyktad 3: ruch koralika po drucie o zadanym ksztatcie
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Mamy tu prosty uktad o jednym stopniu swobody, gdzie parametrem
okreslajgcym stan uktadu jest wspotrzedna x wektora potozenia
koralika. Pomimo tego, ze koralik porusza sie w ptaszczyznie xy, jego
wspotrzedna y jest okreslona przez x wzorem

y= y=a(x-c)?+b(x-c)3.
Dlatego przyjmujemy, ze wspotrzedna uogdlniona to =X



X=0—>X=(

y=a(q-c)’+b(g-c)’ > y=(-c+q)(2a-3bc+3bQq)q
Ekin(q,q,t):%m(xz+y2):%m (1+(c-0)* (2a-3bc+3bq)?) ¢

E (0. =mgy=-mg(a(g-c)?+b(g-c)’)

£(9,0,t) = B, (a,6,t) - E (0,9, t)
=-gm(c-q)°(a-bc+bq)+

%m(1+(c-q)2 (2a-3bc+3b0)?)q°



oL d oL
oq dt oq

%:-m(c-q)(-2a+3bc-3bq)(g-2(a-3bC+3bCI)q2)’

%:m(1+(c-q)2 (2a-3bc+3bg)?) g,
d oL d
dt 6 dt
-4m(c-q)(-2a+3bc-3bq)(-a+3bc-3ba) g’ +

m(l+(c-q)°(2a-3bc+3bq)’){

(m(1+(<:-q)2 (2a-3bc+3bq)2)q)=




G=((c-q)(2a-3bc+3bQ)
(g+2(a-3bc+3bq)g’))
(1+c°(2a-3bc)* +
q(2a-6bc+3bq)
((dac+6bc°+q(2a-6bc+3bQ)))

To réwnanie jest paskudnie nieliniowe i nie ma co nawet marzy¢ o

istnieniu analitycznego rozwigzania. Numeryczne rozwigzanie tego
rdwnania nie stwarza wiekszych trudnosci !

Kazdy krok potrzebny do uzyskania tego rownania i samo numeryczne

rozwigzanie mozna uzyskac (niemal) automatycznie w programie
Mathematica ©
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