
Pr ιedkość i przyspieszenie we wspó lrz ιednych naturalnych

ŝ
n̂

b̂

Po lożenie punktu materialnego poruszaj ιacego si ιe po krzywej można także określić po-
daj ιac d lugość odcinka krzywej dziel ιacego dany punkt od wybranego punktu pocz ιatkowego.
Orientacja w przestrzeni wymaga wprowadzenia trójki wersorów ŝ, n̂ i b̂. Wersor ŝ jest wer-
sorem stycznym i jego zwrot wynika z kierunku ruchu, wersor normalny n̂ jest skierowany
do środka krzywizny, wersor binormalny b̂ dany jest wzorem b̂ = ŝ × n̂.

Uk lad wzajemnie prostopad lych wersorów ŝ, n̂ i b̂ konstruujemy w taki sposób, że
pr ιedkość ma tylko jedn ιa sk ladow ιa (wzd luż wersora ŝ), a przyspieszenie co najwyżej dwie
(sk ladow ιa styczn ιa i normaln ιa). Jest tak dlatego, że do konstrukcji ŝ i n̂ używamy w laśnie
wektorów pr ιedkości ~v i przyspieszenia ~a. Taka jednoznaczna konstrukcja jest możliwa
tylko wtedy, gdy wektory ~v i ~a s ιa liniowo niezależne.

ŝ ≡ ~v

| ~v | (1)

i dlatego
~v = | ~v | ŝ. (2)

Wersor n̂ zapiszemy jako kombinacj ιe liniow ιa wektorów ~v i ~a

n̂ = α1 ~v + α2 ~a,

ż ιadaj ιac, by n̂ · ŝ = 0 oraz n̂ · n̂ = 1.
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(Uwaga: ~a 2 = ~a · ~a = | ~a |2 dla dowolnego wektora ~a.) Dlatego
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i
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Teraz  latwo już obliczyć wersor binormalny b̂:
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Na koniec obliczamy sk ladow ιa styczn ιa i normaln ιa przyspieszenia oraz przy okazji wypro-
wadzamy tak zwany pierwszy wzór Freneta
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W ten sposób policzylísmy przyspieszenie ~a w bazie ŝ i n̂:

~a =

(

d

dt
| ~v |
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ŝ + | ~v | | ~v × ~a |
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Sk ladowa styczna to as = d

dt
| ~v |. Sk ladow ιa normaln ιa an = | ~v | |~v×~a|

|~v|2
zapisujemy w sposób

nast ιepuj ιacy

an = | ~v | | ~v × ~a |
| ~v |2

=
| ~v |2
|~v|3

|~v×~a|

≡ | ~v |2
R ,

gdzie R ≡ |~v|3

|~v×~a|
jest promieniem krzywizny, który może zmieniać si ιe od punktu do punktu

i jest w zwi ιazku z tym funkcj ιa czasu. Widzimy wi ιec, że
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gdzie dl ≡ dt | ~v | jest d lugości ιa elementu  luku. To jest treść pierwszego wzoru Freneta.
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