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Zestaw 2

. Odpowiedzie¢ na pytania:

(a) Czy kazda grupa macierzy 2 x 2 ze standardowym dziataniem mnozenia macie-

0 1
(b) Czy kazda grupa macierzy 2 x 2 ze standardowym dzialaniem mnozenia macie-
rzowego musi by¢ nieabelowa ?
(c) Czy kazda grupa macierzy 2 x 2 ze standardowym dzialaniem mnozenia macie-
rzowego musi obejmowaé wylgcznie macierze nieosobliwe (o wyznaczniku réznym
od zera) 7

. ., . 10
rzowego musl zawlerac maclerz € = < ?

. Wyszuka¢ kontrprzyktad do twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Lagrange’a.

Znalez¢ kilka nietrywialnych przyktadéw homomorfizméow.

Centrum grupy G to zbiér Z ={z € G : Vg € G z.g = g.z }. Wykazaé, ze (a) Z jest
podgrupg, abelowa G, (b) Z jest podgrupg normalng G.

. Grupe kwaternionéw, oznaczana symbolem (Jg mozna potraktowac¢ jako grupe ma-

cierzowa (z dzialaniem mnozenia macierzowego) generowana przez macierze a =

< (Z) é ) ib= ( _01 (1) ) Sprawdzi¢ (najwygodniej w notatniku programu Ma-

thematica®)), ze
a* =e,a? =0 bab"! = a® ba = a’b,

co oznacza, ze (g mozna zada¢ w nastepujacy sposob:

Qs = {e,a,a* a* b,ab,a*b,a®b } .

Zmalez¢ centrum Qg.

-1

. Wykazaé, ze odwzorowanie w grupie G, f : G — G, zdefiniowane przez f(g) = g ",

jest automorfizmem, jesli G' jest abelowa.

. Wykaza¢, ze odwzorowanie i, : G — G,a € G,i,(z) = ara™ jest automorfizmem

(nazywamy je automorfizmem wewnetrznym grupy G).

Zbiér wszystkich automorfizméw wewnetrznych oznaczamy Inn(G). Wykazaé, ze
Inn(G) stanowi grupe izomorficzna z grupa G/Z, gdzie Z jest centrum G.

Wykazaé, ze jesli H jest podgrupg G oraz |H| = %|G | (H zawiera polowe elementéw
G), to H jest podgrupg normalng G.

Dla grupy Dy, generowanej przez elementy b i ¢, dla ktorych zachodzi: ¢t = b? =
(bc)? = e, znalezé:

(a) wszystkie elementy grupy,

(b) centrum grupy Z,
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(c) klasy sprzezenia,

(d) element odwrotny do bc?.

Pokazaé, ze c?b = bc? oraz b = be.

Wskazéwka: Grupa D, ma prostg interpretacje geometryczng: jest to grupa prze-
ksztalcen pozostawiajgca niezmienionym kwadrat ABCD (rysunek), przy czym c
jest obrotem o kat 7/2 wokét osi prostopadtej do kwadratu i przechodzgcej przez
jego érodek (czyli obrotem wokét osi z), a b jest obrotem o kat m wokot osi .

A
|

Grupa T jest grupg obrotéw zachowujgcych w niezmienionej postaci regularny czwo-
roscian ABC D, ktéry mozna wpisaé¢ w szescian (rysunek). Ta grupa jest generowana
przez elementy b i ¢, dla ktérych zachodzi: ¢ = b? = (bc)® = e, gdzie b jest obrotem
o kat m wokét osi X X', a ¢ jest obrotem o kat %71’ wokot przekatnej szeScianu AA’.
Znalez¢:

(a) wszystkie elementy grupy,

(b) centrum grupy Z,

(c) klasy sprzezenia,

(d) element odwrotny do bc?be.

Pokaza¢, ze c2bc? = beb oraz ¢3b = be.

Niech G = {(g Z),a,deR\{O},beR}, H = {(é I;),beR}.

Wykazaé¢, ze H jest podgrupg normalng w grupie G z dzialaniem mnozenia macie-
rZOwWego.

Grupa G jest iloczynem prostym podgrup Hy i Hy (G = Hy x Hs), jesli

(a) G:HlHQ,
(b) HlmH2:{6}7

(c) kazdy element z H; komutuje z kazdym elementem H, .

Wykazaé, ze grupa Cy jest iloczynem prostym grup C3 i Cy: Cg = C3 x Ch.



