
Zestaw 3

1. Z lożeniem operatorów liniowych Â i B̂ w przestrzeni liniowej V nazywamy operator

ÂB zdefiniowany wzorem (x jest dowolnym wektorem z V ) ÂB x = Â
(
B̂ x

)
.

W tej samej bazie {ei} wyrazić elementy macierzowe operatora ÂB przez elementy
macierzowe operatorów Â i B̂.

2. Operator Â jest określony w przestrzeni liniowej V wektorów x =

 x1
x2
x3

 wzorem

Âx = x1

 1
1
1

 + x3

 0
1
1

. Znaleźć elementy macierzowe operatora Â w bazie

e1 =

 1
1
1

, e2 =

 1
0
0

, e3 =

 1
1

−1

. Czy operator Â jest nieosobliwy, to

znaczy czy zachodzi Âx =

 0
0
0

 wtedy i tylko wtedy, gdy x =

 0
0
0

 ?

3. Operator B̂ jest określony w przestrzeni liniowej V wektorów x =

 x1
x2
x3

 wzorem

B̂ x = (2x1y1 + 3x2y2 + x3y3)y, gdzie y ≡

 y1
y2
y3

 =

 1
2
0

 jest ustalonym

wektorem. Znaleźć elementy macierzowe operatora B̂ w bazie f1 =

 2
3

−1

,

f2 =

 1
2
2

, f3 =

 1
1

−2

. Nast ιepnie przetransformować elementy macierzowe

operatora B̂ do nowej bazy e1 =

 1
2
1

, e2 =

 1
1

−1

, e3 =

 1
3
2

.

4. Zbudować baz ιe ortonormaln ιa e1, e2, e3, przyjmuj ιac zwyk l ιa postać iloczynu skalarnego

v ·w = vTw i bior ιac za punkt wyj́scia trzy liniowo niezależne wektory v1 =

 1
2
1

,

v2 =

 1
1
1

, v3 =

 1
3
2

.



5. Pokazać, że macierze

U1 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , U2 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , U3 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


stanowi ιa reprezentacj ιe grupy C3.

6. Rozważaj ιac transformacje wersorów osi pod dzia laniem obrotów z grupy D3 znaleźć:
(1) jednowymiarow ιa reprezentacj ιe D3 (rozpatrzeć dzia lanie w przestrzeni rozpi ιetej
na wersorze ẑ)
(2) dwuwymiarow ιa reprezentacj ιe D3 (rozpatrzeć dzia lanie w przestrzeni rozpi ιetej
na wersorach x̂ i ŷ)
(3) trójwymiarow ιa reprezentacj ιe D3 (rozpatrzeć dzia lanie w przestrzeni rozpi ιetej na
wersorach x̂, ŷ i ẑ)

7. Pokazać, że iloczyn gagb transformacji na wektorze r⃗ indukuje iloczyn T (ga)T (gb)
operatorów na przestrzeni funkcji, generowanych przez transformacj ιe zmiennych:
f ′ (r⃗ ) = T (g)f (r⃗ ) ≡ f (g−1r⃗ ).

8. Utworzyć sześciowymiarow ιa reprezentacj ιe grupy D3 rozpatruj ιac dzia lanie jej ele-
mentów w przestrzeni funkcji napi ιetych na bazie:
ψ1 = x2 = (x̂,−→r )2,
ψ2 = y2 = (ŷ,−→r )2,
ψ3 = z2 = (ẑ,−→r )2,
ψ4 = yz = (ŷ,−→r )(ẑ,−→r ),
ψ5 = zx = (ẑ,−→r )(x̂,−→r ),
ψ6 = xy = (x̂,−→r )(ŷ,−→r ).
Elementami przestrzeni liniowej L s ιa kombinacje liniowe
ψ(−→r ) = c1x

2 + c2y
2 + c3z

2 + c4yz + c5zx+ c6xy (ci zespolone).

Dla przypomnienia: grupa D3 generowana jest przez elementy b i c, dla których zachodzi:
c3 = b2 = (bc)2 = e. Jest to grupa przekszta lceń pozostawiaj ιaca niezmienionym trójk ιat
równoboczny ABC (rysunek), przy czym c jest obrotem o k ιat 2π/3 wokó l osi prostopad lej
do trójk ιata i przechodz ιacej przez jego środek O, a b jest obrotem o k ιat π wokó l osi OX.
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W zestawie wykorzysta lem zadania ze skryptu uczelnianego UJ nr 576 H. Arodzia i K.
Rościszewskiego Zbiór Zadań z Algebry i Geometrii Analitycznej dla Fizyków, Kraków,
1988.


