Czy wystarczy jednostronna jedynka i odwrotnos¢ w definicji grupy?

Problem
Czy mozna ostabi¢ aksjomaty grupy i zazadac jedynie:
e istnienia prawostronnego elementu neutralnego oraz prawostronnych odwrotnosci, lub

e istnienia lewostronnego elementu neutralnego oraz lewostronnych odwrotno$ci?

Odpowiedz

Tak, w obu przypadkach otrzymujemy pelna strukture grupy, pod warunkiem, ze dziatanie jest lgczne.

Pelne aksjomaty grupy
Zbiér G z dzialaniem - jest grupa, jesli:
1. Lacznosé: Va,b,c€ G, (a-b)-c=a-(b-¢)
2. Element neutralny: istnieje e € G, z2e Va € G, e-a=a-e=a

3. Element odwrotny: Va € G,3a ' € G, zea-a ' =a"l-a=ce

Teza

Jesli:
e dzialanie jest laczne,
e istnieje e € G, takie ze Va € G : a - e = a (prawa jedynka),
e Vae G,3d € G:a-d =e (prawy odwrotny),

to G jest grupa — tzn. zachodza roéwniez lewostronna jedynka i lewostronne odwrotnosci.

Dowdéd (dla wersji prawostronnej)
Niech a € G, oraz a-a’ = e ia-e = a. Chcemy pokazaé, ze:

(1)d'-a=e oraz (2)e-a=a



Ad (1): Pokazmy, ze ¢’ -a=¢

a’ € GG, wiec musi mie¢ element odwrotny, ktéry oznaczamy a”’. Dlatego zachodzi

e=da-d"=(-¢e)-d"=1[d (a-d) -a"=

— (@ a)-d] 0" = (@ -a) (@ a") = (' -a),
bo a’ -a’ = e. A zatem o’ jest nie tylko odwrotno$cig prawostronna, ale takze lewostronna.

Ad (2): Pokazmy, ze e-a =a

e jest jedynka prawostronna, wiec
ale poniewaz e = a’ - @ mamy

Korzystajac z tacznosci, dostajemy:
a=(a-d)-a=e-a,

wiec a = e - a i e jest nie tylko jedynka prawostronna, ale takze lewostronna.

Dowdd zaczerpniety z podrecznika F. W. Byron, R. W. Fuller, Matematyla w fizyce klasycznej i kwantowej,
tom 2, PWN, Warszawa 1975.

Whniosek

Przy zalozeniu lacznodci:
e Prawostronna jedynka + prawostronne odwrotnosci = pelna struktura grupy

e Lewostronna jedynka + lewostronne odwrotnosci = pelna struktura grupy



