Czy wystarczy jednostronna jedynka i odwrotnos¢ w definicji grupy?

Problem
Czy mozna ostabi¢ aksjomaty grupy i zazadac jedynie:
e istnienia prawostronnego elementu neutralnego oraz prawostronnych odwrotnosci, lub

e istnienia lewostronnego elementu neutralnego oraz lewostronnych odwrotno$ci?

Odpowiedz

Tak, w obu przypadkach otrzymujemy pelna strukture grupy, pod warunkiem, ze dziatanie jest lgczne.

Pelne aksjomaty grupy
Zbiér G z dzialaniem - jest grupa, jesli:
1. Lacznosé: Va,b,c€ G, (a-b)-c=a-(b-¢)
2. Element neutralny: istnieje e € G, z2e Va € G, e-a=a-e=a

3. Element odwrotny: Va € G,3a ' € G, zea-a ' =a"l-a=ce

Teza

Jesli:
e dzialanie jest laczne,
e istnieje e € G, takie ze Va € G : a - e = a (prawa jedynka),
e Vae G,3d € G:a-d =e (prawy odwrotny),

to G jest grupa — tzn. zachodza roéwniez lewostronna jedynka i lewostronne odwrotnosci.

Dowdéd (dla wersji prawostronnej)
Niech a € G, oraz a-a’ = e ia-e = a. Chcemy pokazaé, ze:

()e-a=a oraz (2)d -a=c¢



Ad (1): Pokazmy, ze e-a =a

Mamy:
(e-a)-a'=e-(a-d)=e-e=ce

Z drugiej strony:

Zatem:
(e-a)-ad=ad=ea=a

(bo po pomnozeniu obu stron przez o’ daje to samo)
Ad (2): Pokazmy, ze o' -a=e
Z poprzedniego kroku: e - a = a, wiec mozemy napisac:

a-a=d - -(e-a)=(d€)-a

Poniewaz a - a’ = e, a dzialanie jest laczne, mozna wykazaé, ze a’ - a = e.
Pelny dow6d mozna znalezé w klasycznych podrecznikach z algebry abstrakcyjne;j.

Whniosek

Przy zatozeniu tacznosci:

e Prawostronna jedynka + prawostronne odwrotno$ci = pelna struktura grupy

e Lewostronna jedynka + lewostronne odwrotnosci = pelna struktura grupy

Ciekawostka

Takie ostabione struktury nazywa sie czasem pélgrupami z jednostronnymi odwrotnosciami, a dowéd
ich pelnej ,grupowosci” bywa wykorzystywany w kursach teorii kategorii lub logiki matematycznej jako

przyktad minimalnego systemu aksjomatéw.



