Grupy rzedu 4: klasyfikacja, tabelki i diagramy Cayleya

Wstep

Rozwazamy grupy rzedu 4, czyli zbiory G z 4 elementami oraz dzialaniem spelniajacym aksjomaty grupy.
Pokazemy, ze:

e Kazda grupa rzedu 4 jest abelowa (czyli przemienna),
e Istnieja tylko dwie nieizomorficzne grupy rzedu 4:

— cykliczna grupa Cy,

— grupa Kleina V, 2 Cy x Cy (niecykliczna, ale abelowa).

Dowo6d abelowosci

Poniewaz 4 = 22, kazda grupa rzedu p? (gdzie p to liczba pierwsza) jest przemienna. To wynika z faktu, ze
takie grupy maja centrum réwne calej grupie, a zatem sa abelowe.

Przypadek 1: Grupa cykliczna C)}

Opis:
e Grupa generowana przez jeden element a, taki ze a* = e.
e Elementy: G = {e,a,a? = b,a® = c}.
e Jest cykliczna i abelowa.

Tabela Cayleya:
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Diagram Cayleya:

Czerwone strzalki oznaczaja mnozenie przez generator a. Diagram pokazuje, ze caly zbiér generowany
jest przez a, czyli grupa jest cykliczna.



Przypadek 2: Grupa Kleina V}
Opis:
e Elementy: G = {e,a,b,c}
e Kazdy niejednostkowy element ma rzad 2: a2 = 0> =c? = e
e Relacje: ab=¢, bc=a, ca=0b
e Grupa jest abelowa, ale niecykliczna (zaden element nie generuje calej grupy)

Tabela Cayleya:

o o oo
S0 0 |
Q00 o
o oo

Diagram Cayleya:

Trzy roézne kolory reprezentuja mnozenie przez a, b, i c. Diagram pokazuje symetrie, ale brak cyklu —
grupa nie jest cykliczna.

Whniosek

e Kazda grupa rzedu 4 jest abelowa.
e Istnieja tylko dwie nieizomorficzne grupy rzedu 4:

— Cykliczna: Cy
— Niecykliczna: Grupa Kleina V}

e Ich struktury mozna przedstawié¢ zaréwno tabelarycznie, jak i graficznie (diagramy Cayleya).



