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1 Wstep

Wiadomo nie od dzis§ ze rozklady nie Gaussowskie powszechnie wystepuja w naturze. Jako
przyktad mozna przytoczy¢ algebraiczne rozktady w procesach fragmentacji [6], gdzie takiemu
procesowi w ktérym dokonujemy podziatu fragmentéw mogg ulegaé jadra atomowe, DNA, na-
wet na co dzien mamy do czynienia z fragmentacja, ilez to razy zdarzyto sie nam zbié¢ szklanke,
pewnie nie zastanawialiSmy sie nad tym ze rozktad fragmentéw ma posta¢ potegowa. Rozkta-
da potegowym podlega takze globalny terroryzm [7], gdzie ostro$é atakéw terrorystycznych
mierzona jako liczba kontuzji i $mierci ofiar atakéw terrorystycznych w latach 1968-2004 jest
dobrze modelowana przez wtasnie rozktady algebraiczne postaci P(x) ~ x~7. Mozna przytoczy¢
jeszcze wiele innych przyktadéw systemow gdzie obserwowane rozktady nie nalezg do basenu
attrakcji rozktadu Gaussa.

Chcac teraz zajmowac sie termodynamiks takich uktadéw pierwszg rzecza ktorg naturalnie
chcemy zrobi¢ to w sposéb “klasyczny” podejsé do sprawy, tak jak nas tego uczono, korzy-
stajac z mechaniki statystycznej jakag znamy Boltzmanna-Gibbsa. Ale juz na poczatku naszej
pracy natrafiamy na problem, otéz nie jesteSmy w stanie z klasycznej definicji entropii BG
(Spe = —k >, piInp;) wygenerowa¢ innych rozkltadéw niz te wpadajace do basenu attrakeji
rozkladu Gaussa (asymptotycznie prawa eksponencjalne). No i mamy problem, bo nie jeste$my
w ten sposob opisywaé w ten sposob naszych uktadow. Statystyka BG nie nadaje sie do opisu
uktadow w ktorych mamy do czynienia z dhugozasiegowymi oddziatywaniami ani tez uktadow
nie markowskich tzw. z dtuga pamiecia. Potrzebujemy wigc innego podejscia. Uogolnienia staty-
styki Boltzmannowskiej na klase tych rozktadéw (uktadéw o takich wiasnosciach). Nastepnym
pytaniem jest “Jak to zrobi¢?”. Nie ma jakiej$ jednej metody, schematu postepowania ktorego
mozna by zaadoptowaé celem uogélnienia statystyki BG.

Zanim jednak bedziemy chcieli cos uogolni¢, przyjrzyjmy si¢ temu co juz wiemy o statystyce
BG.

2 Struktura statystyki Boltzmanna-Gibbsa

2.1 Formalizm réwnan rézniczkowych

Na poczatek rozwazmy najprostsze rownanie rézniczkowe jakie mozna sobie wyobrazi¢

dy

dr

ktérego rozwiazaniem (przy warunku y(0) = 1) jest y = 1. Nastepne pod wzgledem trudnosci
bedzie

0, (1)

dy
A 2
o =L (2)

ktérego rozwiazaniem (przy takim samym warunku) jest y = x+ 1. Nastepnym w kolejnosci
bedzie

Yy, )
ktorego rozwigzaniem jest

y=¢", (4)
a funkcjag odwrotna do niego

y=1Inz, (5)

ktora odpowiada znanej nam formule Boltzmannowskiej na entropie

>4
@ Uniwersytet Jagiellonski Instytut Fizyki 3 9 marzec 2005



Benedykt Jany 00 Krakow 2005

Spa = kIn W, (6)
gdzie k — jest stata Boltzmanna a W — prawdopodobienstwem termodynamicznym.
Chcac teraz wprowadzié¢ fizyczny wymiar dla “x” musimy rozwazy¢ réwnanie postaci

dy

ay 7
7 = W (7)

gdzie az jest bezwymiarowe, a rozwiazaniem takiego réwnania jest

y=e™. (8)

To co zrobilidmy to powigzaliémy rozwigzania pewnych réwnan rozniczkowych z statystyka
Boltzmanna-Gibbsa i odpowiednia entropia Spg.

Te rownanie rozniczkowe (7) a takze jego rozwiazanie (8) maja pewne kluczowe interpretacje
fizyczne w Mechanice Statystycznej BG.

e m.i. rozklad energii dla stanéw stacjonarnych, gdy rozwazymy (z,y,a) — (E;, Zp;, —[3),
co nam daje

bi = 7 Z = Z eiﬁ ‘ ’ (9)
7j=1

gdzie E; — jest wartoscig wlasng i-tego stanu Hamiltonianu, p; — jest prawdopodobienstwem
zajmowania i-tego stanu gdy system jest w réwnowadze z termostatem o temperaturze T' =
1/k( (kanoniczny ensemble).

Taka sama posta¢ funkcji wyktadniczej (9) otrzymamy z maksymalizacji entropii

w
Spa = —k sz‘ Inp; |, (10)

=1

przy warunkach ZZVL p; = 1 oraz ZZVL piE; = U, wtedy funkcjonat ktérego bedziemy
maksymalizowa¢ bedzie mie¢ postac

W w W
J = —kZpilnpi+ozZpi+ﬁszEi (11)
i=1 i=1 i=1
oJ
= — 12
Ip; .

2.2 Wartosci Srednie
Entropia BG moze by¢ zapisana jako
1
SBG:k:<ln—>. (13)
pi

Mozna zauwazy¢ ze ta warto$¢ srednia (13) ma taka sama postaé¢ funkcyjna jak entropia dla
przypadku réwnych prawdopodobienistw (mikrokanoniczny ensemble), gdzie 1/p; pelni role .
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2.3 Prawo skladania entropii — ekstensywnos¢é

Wyobrazmy sobie dwa systemy A i B statystycznie niezalezne takie ze mamy faktoryzacje

pit? =pipf V(i) wtedy dla entropii (10) mozemy napisac

Spa(A+ B) = Spa(A) + Spa(B) (14)

Ta wtasno$c¢ jest nazywana ekstensywnoscia lub czasami addytywnoscia.

2.4 Concavity (wklestosé)

Rozwazmy dwa rozktady {p;}, {p;} dla danego systemu (i = 1, 2, ... W). Zdefiniujmy teraz
posredni rozktad

pi =ppi+ (1 —pp;  (O<p<l) (15)

Méwimy ze funkcjonatl S({p;}) jest wypukly (concave) wtedy i tylko wtedy gdy

SHriy) =z pSHpih) + A =wSHp})  HApid Api}, 1 (16)

Mozna pokazaé¢ ze Spg jest wypukta (concave). Ta whasno$é dla mechaniki statystyczne;
BG prowadzi wprost do termodynamicznej stabilnosci ze wzgledu na perturbacje energii.

2.5 Stabilnosé

Konieczny warunek dla (dodatniego) statystycznego funkcjonatu O({p;}) azeby byt wielkoscia
fizyczna jest aby pod wpltywem malych wariacji {p;} jego wzgledna wariacja pozostata mata,
to wtedy mowimy ze O({p;}) jest stabilny.

Miare deformacji definiujemy jako

w
lp =21l =D Ipi =il (17)
=1

wtedy mozemy warunek zapisa¢ jako

O(p;) — O(p,
Hp—p’H<5€:>RE'M <e Ve>0,35.>0 (18)
gdzie Opar = max(O(p;)).
To w szczegdlnosci prowadzi do
lim lim R= lim limR =10 (19)
e—0W—o0 W —o00e—0

Mozna pokazaé ze Spg (dla ktorej Opue, = kIn W) spetnia warunek stabilnosci.
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3 Entropia Tsallis’a jako uogdlnienie statystyki BG

Sprébéjmy teraz, po uprzednim omoéwieniu struktury statystyki BG, znalezé sposob azeby
uogolni¢ ja na szersza klas¢ systemow, pamiegtajac jednak o tym iz nie istnieje jeden okreslony
sposob aby to uczynic.

3.1 Formalizm réwnan rézniczkowych — uogdélnienie

Zadajmy sobie najpierw pytanie “Czy mozemy uogdlni¢ wszystkie te trzy rownanie rézniczko-
we (1), (2), (3)7
Tak, oczywiscie przez
dy

A b 20
o = atby (20)

Czy mozemy to zrobi¢ minimalnie, tylko z jednym parametrem ? Tak, ale poza liniowo-
Scig © przez

dy

dr
réwnania (1), (2), (3) sa odtwarzane odpowiednio dla ¢ — —o0, ¢ =0, g = 1.
Rozwiazanie réwnania (21) z warunkiem y(0) = 1 ma postac

y' (g eR), (21)

y=[1+01- q)x]l/(l_qi =e; (e] =€"). (22)

~
g-exponenta

Funkcja odwrotng do g-exponenty jest g-logarytm © zdefiniowany jako

xtm1—1
l—q
——
g-logarytm

y = In, z (Inyx =1Inx) (23)

Na tej podstawie mozemy wnioskowaé jakie moze by¢ uogdlnienie wzoru Boltzmanna dla
rownych prawdopodobienstw

1 wi-e—1

[APe)]

Chcac teraz wprowadzi¢ wymiar fizyczny dla “x” musimy rozwazy¢ réwnanie

d
L =ay" (1= a), (25)

1 jego rozwigzanie

y = eg". (26)

Zastanowmy sie w takiej sytuacji jak bedzie wygladat rozktad rozktad energii dla stanu
stacjonarnego. Przyjmuje on w tym wypadku postaé

—BqE; w
G N 27
pZ - Z q Z eq . ( )
q j=1
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3.2 Wartosci srednie

Korzystajac z poprzedniego rezultatu (13), chcac to uogdlni¢ w sposéb naturalny zamieniamy
logarytm na g-logarytm

1
5;:k<hwﬁ>, (28)

co prowadzi prosto uzywajac (23) do wyniku ®

A

{ Sy = kiﬁlpg (g € R) } (S1 = SBa). (29)

q—1

~
Entropia Tsallis’a

(( v

Index charakteryzuje statystyke z ktérag mamy do czynienia, dobrze jest mysle¢ o nim
jak o parametrze bajasujacym, dla ¢ < 1 uprzywilejowane sa rzadkie zdarzenia podczas gdy dla
q > 1 preferowane sa “pospolite” zdarzenia. Natomiast dla ¢ = 1 dostajemy zwykla statystyke
BG czyli niezbajasowana.

Wréémy jeszeze na chwile do poprzedniego punktu; taka sama postaé funkeji (27) (q—exponenty)
W piE;
z — Uq’

otrzymamy z maksymalizacji entropii (29) przy warunkach El \pi = loraz Y .,
wtedy nasz funkcjonal bedzie mie¢ postac

1_ z 1pz pz
J = =g +a§j,+ﬁ§j (30)
oJ
=0 31
o (31)

3.3 Prawo skladania entropii — nieekstensywnosé

Jezeli rozwazymy tak jak poprzednio dwa statystycznie niezalezne systemy A i B to dla entropii
Tsallis’a (29) dostaniemy

Sy(A+ B) = 54(A) + 54(B) + (1 = ¢)5,(A)54(B) (32)

Ta wtasnos¢ jest nazywana nieekstensywnoscia, stad wlasnie nazwa statystyka nieeksten-
sywna.
S, jest zawsze nieujemna i tak mamy

¢g<1 = S, (A+B)>S5,(A)+5,(B) = superextensywnos¢
¢>1 = S, (A+B) < S,;(A)+ S,(B) = subextensywnos¢

3.4 Concavity (wklestosé)

Mozna pokazaé ze S,({p;}) jest wklgsta (concave) dla dodatnich wartosci ¢ i odpowiednio
wypukta (convex) dla ujemnych wartosci q.

3.5 Stabilnosé

Mozna pokazaé [2. 3] ze entropia Tsallis’a (29) jest stabilna dla kazdej pozytywnej wartosci gq.
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3.6 Konkluzje, lgcznosé z termodynamika (kanoniczny ensemble)

Jak pokazalismy powyzej dobrym kandydatem na uogélniong entropie moze by¢ S, (29) spenia
bowiem ona wszystkie cechy dobrego funkcjonalu entropicznego. Zastanéwmy sie wiec, skoro
jest to dobra entropia jak mozemy uprawia¢ mechanike statystyczna przy jej pomocy. Pokaza-
liSmy juz ze maksymalizacja przy zadanych warunkach (kanoniczny ensemble) (30) prowadzi
do rozktadéw rownowagowych postaci

—BqE; w
eqﬁq i

=t 4= &

q

gdzie ey jest g-exponenta (22).

Oczywiscie cata struktura transformacji Legendre’a pozostaje g-niezmiennicza i mozna po-
kazaé ze

1 28,
T kﬁ_@Uq
S
Fq = q_ﬁ
.98, oy,
Yo = Tor = %1 (34)

W podobny sposob jak uogélniliémy funkcje wyktadnicza mozemy uogélni¢ rozktad Gaus-
sa [5, 4] dostajac tzw. q-Gaussa ©@

Px)=[1-(1—-q82]"" )z, (5/3<q<3,3>0) (35)

gdzie

7= an (=) () (36)

Przypomnijmy ze rozktad Lévy’ego mozna zapisac jako

[ ,
L. (z) —/ dk cos(kx)e ¥ 0<y<2,aa>0) (37)

:27'['

Mozna takze pokazaé [5, 4] ze parametry (g,y) sa zwiazane ze soba przez

_7+3

tak ze ogony (ciezkie ogony potegowe) obu rozkladéw (35), (37) spadaja z takim samym
wyktadnikiem potegi.
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4 Entropia Tsallis’a — zastosowania do ekonomii

Uzywanie metod zaczerpnigtych z mechaniki statystycznej i termodynamiki do ekonomii okazu-
je sie by¢ bardzo owocne. Nawet zostala stworzona specjalna gataz nauki pare lat temu zwana
Ekonofizykg © zajmujaca sie wladnie tym. My jednak zastanéwmy sie nad kilkoma zastosowa-
niami nieekstensywnej statystyki do probleméw w ekonomii.

e Zastosowanie w prostym modelu handlu do oceny ryzyka

Zbajasowane $rednie ktore naturalnie pojawiaja sie¢ w nieekstensywnej mechanice staty-
stycznej zastepuja te zaproponowane w “prospect model” i tworzg narzedzie ktére w ktore
w prosty i wzglednie realistyczny tworzy model wymiany papieréw wartosciowych (stock
exchange) albo podobnej formy handlu. Mozna stworzyé¢ program symulujacy wymia-
ny walutowe wérod operatorow, gdzie kazdy z nich jest charakteryzowany przez parametr
“q" ktory odzwierciedla jego postawe pod wpltywem ryzyka, oczywiscie jest to entropiczny
index “q” ktéry petni zasadniczg role w nieekstensywnej mechanice.

e Zastosowanie do wyceny opcji

Roéwnanie Black-Scholes’a dostarcza w jawny sposob ceny opcji. Jego gtéwne zatozenie
w szczegolnosci zaktada istnienie szumu Gaussowskiego, ktory upraszcza rachunki ma-
tematyczne lecz moze prowadzi¢ do wynikow rozbieznych z prawdziwym rynkiem. Moz-
na uogolni¢ to rownanie zaktadajac istnienie nie-Gaussowskich fluktuacji ktore ewoluuja
zgodnie z nieliniowym réwnanie Fokkera-Planck’a. Taki proces moze by¢ modelowany
jako standardowy Gaussowski proces z pewnym statystycznym sprzezeniem. Otoz sto-
pien tego sprzezenia jest charakteryzowany przez nasz index “q”. Gdy g > 1 to wtedy
rzadkie zdarzenia bedg prowadzity do duzych fluktuacji, natomiast “pospolite” zdarzenia
prowadza do umiarkowanych fluktuacji. Ten model zwrotéw z papieréow warto$ciowych
(stock returns) jest konsystentny z obserwacjami rozktadéw zwrotéw. Zwykle réwnanie
Black-Scholes’a jest odtwarzane dla g = 1.

e Zastosowanie do finansowych zwrotéw i natezen (volumes)

Bedziemy sie tutaj zajmowa¢ dwiema zmiennymi w okreslonym interwale czasowym: zwro-
tami (retutns) zdefiniowanymi jako logarytm z wzglednej zmiany ceny, nateZeniami (vo-
lumes) zdefiniowanymi jako liczba “shares” wymienianych.

Rozktady znormalizowanych zwrotéw (sredniej podzielonej przez odchylenie standardo-
we) mierzone w kilkuminutowych interwatach sa dosé dobrze fitowane przez rozktady
q-Gaussowskie z ¢ ~ 1.4. Dla dtuzszych interwaléw (miesiace, lata) warto$¢ g zbliza sie
do granicy Gaussowskiej (¢ = 1).

Podobne wyniki dostaje sie dla znormalizowanych natezen (dzielonych przez srednia) kté-
re sa fitowane przez g-exponenty mnozone przez proste potegi znormalizowanych natezen.
Jak pokazuja wczedniejsze badania natezenia dla duzych wartosci maja charakter praw
potegowych. Podczas gdy wvolatility dla duzych wartosci ma charakter praw potegowych
a dla mniejszych wartosci log-normalny.

Na podstawie tych rozwazan mozna zaproponowa¢ nowy rezim praw potegowych dla ni-
skich natezen i znalez¢ forme funkcyjng ktora opisuje wszystkie trzy sytuacje.
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5 Podsumowanie

Sprébujmy teraz podsumowaé cale to nieekstensywne podejscie. Zanim to jednak nastapi za-
stanéwmy sie “Czy wszystkie stacjonarne rozktady ktére znajdziemy w naturze sg typu Gaussa
i Lévy? 7 . Bez watpliwo$ci TAK, ale pod jednym warunkiem, takim ze dynamika pojawiajaca
sie w naturze musiata by by¢ dynamika konwolucyjna, bez zadnej pamieci pomiedzy poszcze-
gblnymi krokami. Jednakze wiemy ze istnieje znacznie bardziej ztozona i bogatsza dynamika
w naturze, cho¢by taka zwigzana z bogactwem nieliniowych réwnan Fokkera-Planck’a ktora
wprowadza nietrywialne korelacje, multiplikatywne szumy i inne efekty ktérych doktadnym
rozwigzaniem sa akurat g-Gaussiany ©.

W naszym konkretnym przypadku finansowych obserwacji skonczonych wariancji i wyktad-
nikow poteg w ciezkich ogonach tych rozktadéw lezacych poza stabilnym interwatem Lévy’ego 0 <
v < 2 prowadzi do wniosku iz rozktady produkowane przez Centralne Twierdzenie Granicz-
ne Gnedenko-Lévy’ego (Gauss i Lévy) nie sa w stanie opisaé¢ zwrotéw. Za to q-Gaussiany z
1 < g < 5/3 sa konsystentne w opisie dynamiki systeméw finansowych zaréwno ze skonczonymi
wariancjami jak i obecnoscig czasowych autokorelacji (efektéw pamieci) ©.
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